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Prologo

Todos los profesores de Bachillerato estamos de acuerdo en que las Pruebas de Ac-
ceso a la Universidad (PAU), se convierten en una gran experiencia para el alumnado,
coincidiendo ademas con uno de los periodos mas importantes y criticos del desarrollo
personal: adolescencia y juventud. Como profesores de matematicas, somos conscientes
de la dura prueba a la que se someten, con la particularidad de que esta asignatura provo-
ca un estado de ansiedad, que a menudo puede ocasionar malos resultados. Preocupados
por ello, decidimos poner en practica como crear un libro de texto de facil entendimiento,
con el contenido bésico de segundo de bachillerato, pero que permita que durante todo el
curso los alumnos se familiaricen continuamente con las PAU y se les permita una vision
positiva de lo aprendido. Evaluamos nuestra experiencia y vimos lo dificil que resultaba
proporcionar los contenidos de la materia y su preparacién para la prueba selectiva, pues
la mayoria de las veces la preparaciéon para selectividad se convertia en “clases particulares
voluntarias” para resolver examenes de otros anos. Por regla general “no hay tiempo”
para acabar con los contenidos minimos en las sesiones para este curso. El hecho de acabar
el curso antes, endurece la tarea a la hora de ayudar al alumno a preparar la prueba en
condiciones éptimas. Como resultado de todas estas inquietudes y uniendo esfuerzo e
ilusion nace este MANUAL, con el que se pretende unir curso-prueba selectiva, de una
forma diferente y préctica, ofreciendo tanto al profesor como al alumnado, los conceptos
basicos, unidos con los ejercicios de las pruebas selectivas de los ultimos anos en varias
comunidades autonomas.

Hemos unido conceptos, procedimientos y actitudes mediante un método aclaratorio
del concepto matematico en todo su fundamento, tal y como lo explicamos en clase, de
forma que se convierta para el alumno en un manual 1til de preparacion para las pruebas,
ofreciendo ejercicios selectivos resueltos, ejercicios de practica de todas las unidades y por
supuesto ejercicios propuestos con las soluciones para que el alumnado pueda comprobar
lo aprendido. Pretendemos con este manual, que este tltimo curso de bachillerato de
Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales, aporte al alumno una vision positiva de
las matematicas, potencie sus cualidades ante la asignatura y anime a la nueva etapa de
sus vidas, que comenzara después de la prueba selectiva: la llegada a la Universidad o
bien su debut en el mundo laboral. Esperamos, con ilusién, que nuestro esfuerzo aporte
un grano de arena a la dificil tarea de la ensenanza de las Matematicas y suavice la labor
de nuestros companeros.
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Capitulo 1

Sistemas de ecuaciones lineales

1.1. Introduccion

Los sistemas de ecuaciones componen la herramienta béasica para el estudio de las
posiciones relativas en el plano y en el espacio. Aunque, si bien es cierto, dentro de
las Ciencias Sociales, deberiamos prestar mas atencién a su tratamiento algebraico mas
que geométrico. Tengamos en cuenta que los sistemas de ecuaciones resuelven problemas
relacionados con situaciones de la vida cotidiana, que tiene que ver con las Ciencias
Sociales. Dicho lo cual, nos centraremos en la propia resolucion de sistemas, dejando, un
tanto al margen, su implicaciéon geométrica.

Comenzaremos resolviendo sistemas de ecuaciones con dos incognitas, mediante el
método de reduccion, lo que nos llevara al método de Gauss por generalizacion a més
incégnitas. Es decir, el método de Gauss, no es més que el método de reduccion, que
estudiamos en 3° de ESO, para los sistemas de ecuaciones.

Recordemos pues cémo se resolvia un sistema de ecuaciones de con dos incognitas,
por el método de reduccién.

1.2. Sistemas de Ecuaciones. Método de Gauss

El siguiente es un problema para resolver con dos incognitas.

Ejemplo 1. Dos amigos quedan para ir al cine, y como no saben si tendrdn dinero
suficiente, ponen todo el dinero que llevan encima de la mesa. Al observar el dinero, uno
de los amigos le dice al otro: “ste has dado cuenta que si me das un euro tendré el doble
que tu, y que si yo te lo doy a ti, tendremos la misma cantidad?” ;Cudnto dinero pone
cada uno encima de la mesa?

Solucién: Llamemos Amigol al amigo que habla, y Amigo2 al otro. Sea x el dinero que
pone Amigol e y lo que pone el Amigo2. Traduzcamos en ecuaciones lo que le dice el
Amigol al Amigo2.
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Amigol — x r+1=2y—-1) x—2y=-3
Ami902—>y:>{ z—1=y+1 — r—y=2

Si llamamos F; a la primera ecuacién y Fs a la segunda, y realizamos Fy — E7, llegaremos
a
(r—y=2)-(r-2y=-3)=y=5

Sustituyendo en F; obtenemos el valor de x:
r=24+y=24+5=7
La soluciéon es x =7 e y = 5.

En los sistemas con més incognitas, procederemos de una forma parecida, es lo que
llamaremos método de Gauss. Veamos un ejemplo de lo que queremos decir.

Ejemplo 2. Resuelve el sistema de ecuaciones:

r+y+z=3
rT—2y+2z=1
20+y+32=6

Solucién: Si nos fijamos en el coeficiente de la x en la ecuaciéon 1, nos damos cuenta de
que, podemos realizar las operaciones Fy — Ey v F3 — 2F,. El sistema pasa a ser

rT+y+z= o r+y+z=3 . rT+y+z=3
rT—2y+22=1 2" 3y =2 2ty =3y +z=-2
2 +y+3z=6 0 —y+2=0 2z = -2

Para pasar del segundo sistema al tercero, hemos realizado la operacion —3Fs3 + FEs,
ya que de esta manera, conseguimos reducir la y de la tercera ecuacion. De esta forma,
conseguimos un sistema equivalente (mismas soluciones) al primero. En este dltimo sis-
tema:

—2
de B3 =— —2z= -2 :>Z:—2:>
-3

de By, = o+1+1=3 = [z =1]

La solucion del sistemaesz =1, y=1y z = 1.

En la resolucion del sistema, sélo hemos hecho uso del los coeficientes de las incégni-
tas. Es decir, las operaciones entre ecuaciones, se trasladan a operaciones entre coeficientes
y no entre incégnitas. Por ello, y para facilitar el proceso de resolucién, introduciremos
una herramienta, llamada matriz, que estudiaremos con mas detalle en el siguiente tema,
pero que podemos introducir ahora.
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Definicién 1. Una matriz es un conjunto de numeros ordenados en filas y columnas de
forma rectangular.

Ejemplo 3. La matriz

1 1 13
1 -2 21
2 1 3 6

es una matriz 3 X 4 ya que tiene 3 filas y 4 columnas.

La matriz anterior es la matriz del sistema

r+y+z=3
r—2y+2z2=1
20 +y+32=6

En lo sucesivo, a la hora de realizar operaciones entre ecuaciones, trasladaremos éstas
a la matriz del sistema.

El siguiente ejemplo ilustrard lo dicho.
Ejemplo 4. Hallar las soluciones del siguiente sistema:

r+y—z=3
3r+4y —z=95
T+2y+3z2=-1

Solucion: La matriz del sistema es

11 -1 : 3
34 -1 : 5
12 3 : -1

Podemos realizar las operaciones directamente sobre las filas de la matriz.

11 -1 : 3 11 -1 : 3 11 -1 3
. Fy—3F . F3—Fy

3 4 -1 : 5 ﬁ 01 2 —4 - 01 2 —4

12 3 : -1 01 4 : —4 00 2 0

0

Fs :>2,z:0:>z=§:>

= y+2:=—4=—=y+2-0=—4—=|y=—4
Fl=2+(-4)-0=3=[2=7]

1.3. Soluciones de un sistema

La matriz asociada a un sistema, siempre puede transformarse en una matriz escalon-
ada. Ahora bien, puede ocurrir que, una vez escalonada, presente una de estas formas:
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Sistema con solucién tunica (compatible de-
terminado). Basta con despejar en la F3, z = 1
y sustituir en F, y después en F} .

o O =
|
S W e
|
[\S) s w
[\] [\ —

Sistema sin solucién (incompatible). De Fj
obtenemos que 0z = 2 = 0 = 2. Esto ultimo
representa una contradiccion .

o O =
|
S W g
|
(a) L w
[\ [\ =

1 -2 3 1 1 -2 3 1
0 3 -2 2 v 0 0 O 0
0 0 O 0 0 0 O 0

En el primer caso, de F3 podemos deducir que 0 = 0. Esta afirmacion,
aunque verdadera, no proporciona nada. Sin embargo, de F3, deducimos
que 3y — 2z = 2, y puesto que no conocemos el valor de z, debemos
asignarle uno arbitrario. Sea z = A, de F, sacamos que 3y = 2+ 2z —>

By =242\ = y=| 22|

242X\
DeFlllegamosquea::1+2y—3z:>x:1+2-(—; )—3)\

T—5\

Para la segunda matriz, asignaremos valores y = A y z = p.

En ambos casos, diremos que estamos ante un sistema compatible
indeterminado

Una vez comprendidos los ejemplos anteriores, podemos establecer la clasificacion
siguiente:

Determinado
(Solucién tnica)
Compatible
Indeterminado
Sistema (Infinitas soluciones)
Incompatible
| (Sin solucién)
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x Para que un sistema de ecuaciones sea compatible determinado, es
necesario (que aunque no suficiente) que, haya el mismo nimero de
ecuaciones que de incégnitas.

* Si en un sistema de ecuaciones, hay mas ecuaciones que incégnitas,
quiere decir que, de entre las ecuaciones hay una o varias redundantes.
Dichas ecuaciones, operando por filas o columnas, desapareceran

Ejercicio 1. Resuelve los sistemas:

r+y+2==06 3r—2y+z2z=1
a)  v—y—z=—4 b) r+y—z=2

Jr+y+2=28 6z +y — 22 =10
Solucién:

a) Operamos sobre matriz del sistema:

1 1 1 : 6 1 1 1 : 6 1 1 1 : 6
. F27F1 . FS*F2 .
1 -1 -1 : 4\ 10 -2 =2 : 10 — 1 0 -2 -2 : —-10
F3—3F;
3 1 1 : 8 0 -2 -2 : —10 0O 0 0 : 0

Estamos ante un sistema compatible indeterminado, pues la ltima fila es de ceros, y
luego, no podemos obtener un valor de z que nos determine una solucién unica. Asi pues,
z=Acon A € R.

La solucion sera =1, y=5— Ay z=Acon A € R.

b) De nuevo, tomando la matriz del sistema:

3 —2 1 1 3 -2 1 1 3 -2 1 1
3F—F . F3—F>

11 -1 P 5 -4 5 |7 4 15

6 1 -2 10 0 5 —4 7 00 0 2

De F3 sacamos que 0z = 2 = 0 = 2, lo que supone una contradiccion. El sistema es
incompatible.

1.4. Sistemas dependientes de un parametro

Comencemos resolviendo un sistema, en el que no todos los coeficientes son conoci-
dos. Introduciremos un parametro, m, que representara un ntmero real, que a priori, no
€ONoCemos.

Ejemplo 5. Resuelve el sistema siguiente:
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r+y+z=3
2v —y+32=2 siendomeR
r+4y+mz =2

Solucién:
1 1 1 3 1 1 1 :3 1 1 1 : 3
. Fy—2F . F3+F» .
2 -1 3 : 2 W 0 -3 1 =4 | — 10 =3 1 : -4
1 4 m : 2 0 3 m—1: —1 0 0 m : =5
De Fj tenemos que mz = —5, luego z = ——.
m

En apariencia, no hay diferencia entre este sistema y otro compatible determinado
de los que hayamos visto hasta ahora. Podemos dar la solucién z = —%, subir a Fy y
después a I y obtener la solucion del sistema, que sabemos es, unica. Tendriamos pues,

una solucion dependiendo de m, y dependiendo del valor que tome, habra una solucién u

otra. Ahora bien , ;puede tomar m cualquier valor? Si nos fijamos bien, la expresion %

m

no serd un numero real cuando m = 0, ya que, § = 00 ¢ R.

Discutir un sistema de ecuaciones, dependiente de un parametro, es
identificar para qué valores del mismo es compatible o no. Distinguiendo
si ademas es compatible determinado o indeterminado.

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 6. Discute, y resuelve cuando se pueda, el siguiente sistema segun los valores
del pardametro m:

r+y+22=0
20 —y—z=1
x+3y+mz =2
Solucion:
1 1 2 :0 1 1 1 3
Fy—2F)
2 -1 -1 —>F3_F1 -3 -5 1
1 3 m 2 0 2 m-—2 2
1 1 1 : 3
3F3+2F> .
— | 0 =3 -5 1

0 0 3m—16 : 8
De F3 deducimos que (3m — 16)z = 8:

_8
3Im—16

3m=16=m = , el sistema es incompatible.

. o o . . 8 8 , .
x Si3m — 16 = 0, entonces z = no tiene sentido, pues 316 = ¢ R. Asi pues, si
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*x Sim # %, entonces z = ﬁ € R. Es sistema es compatible determinado.

De Fy: =3y —bz=1

y = L y = ~1-5 (w) = i s _ dm o2 s
3 3 3 3(3m — 16) m—16

De Fll

r= g 2. = m+ 8 2_< 8 >:m+8—16: e

3m— 16 3m — 16 3m — 16 3m—16

Ejemplo 7. Discute el siguiente sistema segun los valores de m.:

r—my+z=1
r+y+z=m+2
mr+y+z=4

Solucion: Hasta el momento, no nos ha hecho falta operar con columnas. Ahora bien,
para este sistema, nos va a interesar permutar la columna 1 por la 3, de esta manera,
pasamos el parametro m a la ultima columna, lo que nos facilitara los calculos.

Debemos tener en cuanta que, al permutar la columna 1 por la 3, la incégnita x se cambia

por la z.

1 —m 1 : 1 1 —m 1 : 1
. Fy—Fy .

1 1 1 @ m+2 ﬁ 0 1+m 0 s 1+m

3— 11
1 1 m : 4 0 1+4m m-—1 : 3
1 —-m 1 : 1

Fs—Fy .
- 0 1+m 0 14+ m

0 0 m—1 31 2—m

De Fj: x = £ (recordemos que hemos permutado columnas)

* Sim —1=0, el sistema es incompatible pues z ¢ R.

* Sim;«él,z:fn’—_”}ER
De Fy: y = }i—z = 1si m+ 1 # 0. El valor de x no influye en el valor de y, pero
tenemos una nueva condicion para m y es que, si m # —1 entonces y = 1 y el sistema
es compatible determinado, debido a que, podemos hallar el valor de z sin mas que
sustituir en F7.

Si m # +£1 el sistema es compatible determinado.
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*x Sim = —1 y sustituimos en la matriz:
11 1 :1
00 0 :0
00 —2:3

El sistema es compatible indeterminado.

De F3, x = —%.

De F| z+y+ x =1y sélo tenemos el valor de x, debemos asignar un valor a y o a z.
Sea pues z = A con A € R,

3 5—2\
y:1—>\+§: 5

_ 5—2)
)

3
Para m = —1, el sistema tiene por solucién x = —50 ¥ y 2=\, con A € R.

Ejemplo 8. (Murcia 2005) Discute el siguiente sistema segun los los valores de m:

Resuélvelo en caso de compatibilidad.

Solucion: Se trata de un sistema de tres ecuaciones y dos incégnitas. Operando por filas,
desaparecera o una varias de las mismas.

2 -1 4 9 _1 4
1 2F,—Fy (2 -1 4 2F,—Fy 2 -1 4
-1 - 2| —10 0 0 |= —
2 1 9 1 m 2 o 2m—+1 0
I m 2 m
De Fy: (2m+1)z2=0
. . 1 : , . 2 —1 4
* Si2m + 1 =0, es decir, m = —3, la matriz sera se convierte en 0 0 o) lo que

nos deja un sistema compatible indeterminado. Sea y = A con A € R. De F; deducimos

_ _ _ [axx
que2r —y=4=2r=44+y=x =" |con A eR.

440
x Sim # —%, entonces y = ﬁ = @ Por tanto, z = % = y el sistema

sera compatible determinado.

Ejercicio 2. Discute los siguientes sistemas segun los valores de m:
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0) 4;: 2y_ . i ? Sol Sim = 3 sistema compatible indeterminado
Y - | Sim # 3 sistema compatible determinado

mr+y+z=1
b) 4:?: Qy_ ; i ;n Sol St m = 3 sistema incompatible
y N St m # 3 sistema compatible determinado
mr+y+z=0

Sim = £2 sistema incompatible

¢) T2y +mz =4 St m # £2 sistema compatible determinado

(m+1l)z+y+2=3
Sol {
T+my+2z=2

1.5. Resolucién de problemas

1.5.1. Introduccién

La resolucién de problemas, dentro del temas de los sistemas de ecuaciones, pretende
que, a partir de un enunciado, demos respuesta a una serie de cuestiones que se nos
plantean. El primer paso para resolver un problema, aplicando la resolucién de sistemas,
es reconocer las incognitas. Normalmente estaremos ante una situacién en la que debamos
hallar tres datos. Se trata pues de resolver sistemas de ecuaciones, que en su mayoria, seran
de tres ecuaciones con tres incognitas.

1.5.2. Pasos
Identificar las incégnitas

Como hemos dicho anteriormente, el primer paso serd identificar las incégnitas. Nor-
malmente, el enunciado de un problema suele acabar en una pregunta o comenzar con la
palabra “halla” . Ya sea mediante pregunta, o de forma directa, del enunciado debemos
identificar las incégnitas. Es lo primero que debemos hacer.

Ejemplo 9. (Problema propuesto en Cantabria 2005) En una tienda por comprar
2 chaquetas y una blusa nos cobran 200 euros. Si volvemos a la tienda y compramos una
chaqueta, un pantalon y devolvemos la blusa, nos cobran 100. Si hacemos una tercera visita
a la tienda y compramos 5 chaquetas, un pantalon y una blusa, ;cudnto nos cobrardn?

Para dar respuesta a la pregunta final, podemos preguntarnos por el precio de 5
chaquetas, un pantaléon y una blusa. Fijémonos en que no nos piden el precio de cada
uno de los articulos, nos piden el precio de 5 chaquetas, un pantaléon y una blusa. Nos
puede llevar a error, el considerar que nos estan pidiendo el precio de cada uno de los
articulos, ya que en realidad el problema se resuelve de forma inmediata si consideramos
los 7 articulos a la vez, que por separado. Tendremos pues que:

xr — precio de una chaqueta
y — precio de una blusa
z — precio de un pantalon
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Ejemplo 10. ( Cataluna 2005) Una marca comercial utiliza tres ingredientes A, B y
C en la elaboracion de tres tipos de pizzas P1, P2 y P3. La pizza P1 se elabora con 1
una unidad de A, 2 de B y 2 de C; la P2 su elaboracion es de 2 unidades de A, 1 de B
y 1 de C; yla P3 se elabora con 2 unidades de A, 1 de B y 2 de C. El precio de venta al
publico es de 4,80 € por la P1, 4, 10 € por la P2 y 4,90 € por la P3. Sabiendo que el
margen comercial (beneficio) es de 1, 60 € en cada una, encontrar cudnto le cuesta cada
unidad de A, de B y C' a la marca comercial.

Esta claro que, debemos identificar las incégnitas con el precio por unidad de los
tipos de pizzas A, B y C. Haremos pues,

x — coste de una unidad de A
y — coste de una unidad de B
z — coste de una unidad de C'

Plantear el sistema

Una vez que conocemos las incognitas, debemos traducir el enunciado al lenguaje
algebraico de las ecuaciones lineales. Para ello, en primer lugar, debemos volver a leer
el enunciado, de manera que, en una segunda lectura, identifiquemos las incégnitas en
las distintas partes del enunciado. En el ejemplo de las pizzas, en una segunda lectura,
mentalmente, identificamos:

2 unidades de A, 1 de By 1de C

\
20 +y+ =z

Una vez que hemos traducido, una tercera o cuarta lectura nos servird para comprobar
que las ecuaciones son coherentes con el enunciado.

Resolver los sistemas

En muchos casos aplicaremos Gauss en la resolucién de los sistemas que se traducen
del enunciado. En otros no serd necesario. El problema del primer ejemplo, se resuelve sin
necesidad de aplicar Gauss. Sin embargo, en el segundo ejemplo, si que aplicamos Gauss
en la resolucion del sistema que nos aparece.

Comprobar la soluciéon

Cuando tengamos la solucién, comprobaremos que es coherente con la situacion del
enunciado. Por ejemplo, si del segundo problema deducimos que el precio de por unidad
de A es de 5 €, estd claro que hemos cometido un error. En dicho caso, no sélo nos
quedaremos en un repaso de los pasos que damos en las transformaciones, sino que es
posible que el error lo hayamos cometido en la traduccion.

1.6. Ejercicios resueltos

1. (Murcia, junio de 2009) Estudiar el siguiente sistema para los distintos valores
de \ y resolverlo para el valor A = 1.
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THy—2z=A\
r—y+2z=1
20 +y+Az=0

Solucién: Operamos sobre la matriz del sistema:

1 1 -1 : X 1 1 -1 A
: i : \
1 -1 2 : 1 F_or 0 -2 3 1 —
2 1 A0 0 -1 X+2 : =2\
1 1 —1 : A
Fy—2F; .
B 0 0 —-2Xx—1 : 1-3\
0 -1 X+2 = =2\

Si 22 —-1=0=2A=—-1= )= —% En este caso, la matriz queda:
1 -1
0

-1

o O =
i O
L L D

Lo que nos da un sistema incompatible pues 0 = 7/2 es falso. Para A # —1/2 el
sistema es compatible determinado. Y para A = 1 queda:

11 -1 : 1
0 0 -3 : =2
0 -1 3 : =2

De F; sacamos que z = 2/3 y pasando por F3, y = 5. Por otro lado, juntado y y =
en Fy, obtenemos x = —7/3.

2. (Murcia, septiembre de 2009) Un senor acerté cinco niimeros en la loterfa prim-
itiva, dos de los cuales eran el 23 y el 30. Propuso a sus hijos que si averiguan los
otros tres, se podrian quedar con el premio. La suma del primero con el segundo
excedia en dos unidades al tercero; el segundo menos el doble del primero era diez
unidades menor que el tercero y la suma de los tres era 24. ;Cuédles son los tres
nimeros que faltan?

Solucion: Sean z, y v z los tres nimeros que buscamos; el primero, el segundo y el
tercero, y por ese orden. El sistema que formamos es el siguientes:

rty=z+2 rT+y—z=2
y—22+10=2 = —2r+y—2=-10
r+y+z=2y r+y+z=24
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Pasamos el sistema a matriz y aplicamos Gauss:

1 1 -1 : 2 11 -1 : 2
. Fo+2F .
21 -1 =10 | 55|03 -3¢ -6
1 1 1 : 24 00 2 : 22
11 -1 : 2
1/3F, .
1/2F3’ O1 -1 : =2

00 1 : 11
De F3 obtenemos que z = 11. De F, sacaremos que y = 9. Para finalizar, susti-
tuyendo los valores de y y z en Fi: x = 4.

3. (Andalucia 2009)

a) En un comercio de bricolaje se venden listones de madera de tres longitudes:
0,90 m, 1,50 m y 2,40 m, cuyos precios respectivos son de 4 €, 6 €y 10 €.
Un cliente ha comprado 19 listones, con una longitud total de 30 metros, que
le han costado 126 €en total.

Plantee, sin resolver, el sistema de ecuaciones necesario para determinar cuantos
listones de cada longitud ha comprado este cliente.

b) Clasifique el siguiente sistema de ecuaciones y resuélvalo, si es posible:

3r—y—2=0
20 —2y+ 2 =18
r—32=0

Solucion:

a) Sea z el nimero de listones de 0,9 m, y el de 1,5 my z el de 2,4 m.

Podemos plantear en una tabla los distintos datos del problema:

Longitud | Precio
x 0,9 m 4 €
Y 1,5m 6 €
z 2,4m 10 €
19 30 m 126 €

Observando las columnas de las distintas magnitudes, podemos plantear el sis-
tema:
r+y+z=19
0,92 + 1,5y + 2,4z = 36
dx 4 6y + 10z = 126
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b) Para clasificar el sistema, pasamos a la matriz del mismo:

3 -1 -1 : 0 1 0 -3 : 0
F1+—F3 . Fo—2F
2 -2 1 W8 —] 2 -2 1 18 —>F373F1
1 0 =3 0 3 -1 —1 0
1 0 -3 0 1 0 =3 0
. (—2)F3+1% .
o -2 7 : 8| ——| 0 =2 7 : 18
0 -1 8 : 0 0 0 -9 : 18
El sistema es compatible determinado: de F3 —9z = 18 = 2z = —2. De Fj
obtenemos que —2y + 7z = 18 = y = —16. Y de F} se deduce que z — 3(—2) =
0= z = —6.

La solucién es (—6, —16, —2).

4. (Andalucia 2009) Una tienda dispone de latas de conserva de tomate de tres fab-
ricantes: A, By C. El fabricante A envasa el tomate en latas de 250 g, el fabricante
B lo envasa en latas de 500 g y el fabricante C' en latas de 1 kg. Esas latas de tomate
se venden a 1, 1,8 y 3, 3 euros, respectivamente. Compramos en total 20 latas, que
pesan un total de 10 kg y nos cuestan 35,6 euros. Queremos saber cuantas latas de
cada fabricante hemos comprado.

a) Plantee el sistema de ecuaciones que resolveria el problema anterior.

b) Resuelva el problema.

Solucion:

a) La siguiente tabla representa los datos del problema:

Fabrica A B C Total
Peso [ 250 g | 500¢g | 1kg | 10 kg
Precio 1€ | 1,8€ | 3,3€ | 35,6 €

La tabla nos permite traducir el problema al lenguaje algebraico de los sistemas:

r+y+2z=20
0,252 4+ 0,5y + 2 =10
r+1,8y+ 3,32 = 35,6

siendo x, ¥y y z el nimero de latas de los fabricantes A, B y C, respectivamente.

b) Pasamos a matrices:

1 1 1 20 1 1 1 20
. F270,25F1 . 4F2
0,25 0,5 1 = 10 F 0 0,25 0,75 : 5 -

1 1,8 3,3 : 35,6 0 0,8 23 : 156
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1 1 1 : 20 1 1 1 20
. F—F . —10F3

001 3 1 20 | Fonw 1 3 o2 |—
0 0,8 2,3 : 15,6 0 0 —0,1 —0,4

1 11 20 1 11

Fy—3F3
01 3 20 F1+2F3’ 010
0 0 1 4 0 0 1

Esta matriz deja poco lugar a dudas. t =8, y =8y z = 4.

Solucién: Hemos comprado 8 latas que provienen de la fabrica A, 8 que provienen
dela By4delaC.

5. (Comunidad Valenciana, junio de 2009) Resuelve el sistema:
r+y—z=2
20 +2=3
r+dy—T7z=4

Si (z,y,0) es una solucién del sistema anterior, ;cudles son los valores de x e y?

Solucion: Pasamos a lenguaje matricial:

11 =1 : 2 3 10 : 5
. Fi+F . 1/5F%
20 1 : 3 F3+7F2> 2 01 ’
15 =7 : 4 15 5 0 : 25
310 :5 310 :5
. F3—F .
2 01 : 3 B 2 01 : 3
310 : 5 000 :0

Esta iltima matriz nos dice que estamos ante un sistema compatible indeterminado.
Siz=A\

DeFy: 204+ 2=3=—=2\+2=3—= 2=3— 2\

De Fi:3x+y=5=—=y=5—-3r = y=5— 3\

La solucién es (A,5 — 3\, 3 —2X) A € R.

Si z = 0 entonces A = 3/2. Lo solucién para este valor de A es (3/2,1/2,0).

6. (Comunidad Valenciana, septiembre de 2009) En un sondeo se obtiene que el
nimero de individuos a favor de cierta normativa duplica a la suma de los que estan
en contra y los que no opinan. El total de entrevistados asciende a 360 personas y
la diferencia entre los que expresan su opinion y los que no lo hacen duplica a la
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diferencia entre el nimero de individuos a favor y el nimero de los que estan en
contra de la citada normativa. Determina cuantos entrevistados estaban a favor de
la normativa, cudntos en contra y cuantos no opinaron.

Solucidén: Sea x el nimero de entrevistados que estan a favor, y el nimero de los
que estan en contra y z los que no opinaron. Traducimos el enunciado a lenguaje

algebraico:
r+y+ 2z =360 r+y+z=2360
r=2(y+2) — —r+2y+22=0
r+y—z=2x—y) r—3y+2=0

Pasamos a matrices:

1 1 1 : 360 1 1 1 360
F3—Fy 1/3F;
-1 2 2 0 ot By 0 3 3 360 1 /ar,
1 -3 1 0 0 -4 0 —360
1 11 360 1 00 240 1 240
F1—F» Fo—F3
0 1 1 120 011 120 30
010 90 010 90 0 90

Solucién: 240 estéan a favor, 90 en contra y 30 no opinan.

7. (Madrid, junio de 2009) Se considera el siguiente sistema de ecuaciones, depen-
diente de un parametro real k:

r+y+kz=4
20 —y+22=5
—r+3y—z=0

a) Discutase el sistema segun los diferentes valores del pardmetro k.
b) Resuélvase el sistema en el caso en el que tenga infinitas soluciones.

c) Resuélvase el sistema para k = 0.

Solucion:

a) Pasamos el sistema a matrices:

1 1 k : 4 1 1 k 4
. F3+F . Fy+F3
2 -1 2 5 ’ 0 -3 2—-2k : -3 ’
Fr—2F

-1 3 =1 :0 0 4 k-1 : 4
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11 k ©4 1 1 k © 4
. F3—-4F» .

01 1—-%k : 1 - 0 1 1-k 1

0 4 k—1 : 4 00 -5+5k : 0

Si —5+5k=0=>k=1(SCI). Si k #1 (SCD).

b) Un sistema tiene infinitas soluciones cuando es compatible indeterminado. Asi pues,
nos piden que resolvamos el sistema para k =1

111 : 4 1 01 : 3
. Fi1—F, .

010 :1 - 01 0 :1

000 :0 000 :0

Seaz=ADeFoy=1yde Fi: t=-A+3, A€R.

La solucién es (—A+3,1,)) con A € R

¢) Si k =0 la matriz del sistema es

11 0 : 4
01 1 :1
00 =5 :0

DeF;:-52=0=2=0.DeFy:y+z=1—=y=1.Yde Fi:x+1=4—
r = 3.
La solucién es (3,1,0).

8. (Madrid, septiembre de 2009) Se considera el siguiente sistema de ecuaciones,
dependiente de un parametro real k:

r+y+z=3
r+ky+z2=3
krxr —32=6

a) Discutase el sistema segun los diferentes valores de k.
b) Resuélvase el sistema en el caso en que tenga infinitas soluciones.

c) Resuélvase el sistema para k = 3.

Solucién:
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9.

a)

Trabajemos sobre la matriz del sistema:

11 1 : 3 1 1 1 3
. Fy—Fy .

1 £k 1 : 3 - 0 k—1 0 : 0

E 0 -3 : 6 k 0 -3 : 6

Podemos discutir el sistema a partir de F5. Si k—1 = 0, luego k = 1, tenemos un
SCI. Mientras que para k # 1 tenemos un SCD ya que (k — 1)y =0 =y = 0.
Para z y 2z basta con sustituir y = 0 y resolver el sistema que queda.

Si k = 1 hemos dicho que el sistema es compatible indeterminado porque tenemos
una fila de ceros:

11 1 : 3
00 0 :0
10 -3 :6

Anadimos z = A y como de Fj tenemos que: t — 32 =6 =1 -3\ =6 — 1z =
6 + 3.
De F obtenemos que x+y+2z = 3 de donde 6+3\+y+ A =3 =y = —41—3.

La solucidn es (6 + 3\, —4A —3,A) A € R.

Sik=3:
10 1 : 3 10 1 : 3 10 1 : 3
. 1/3F3 . F:S_Fl .
01 0 0 _— 01 0 0 E— 01 0 : O
30 -3 : 6 10 -1 : 2 00 —2 : -1

De F, obtenemos que y = 0, de F3 podemos deducir que —2z = —1 = 2z =1/2

1 5
ydeFlsacamosquex+z:3:>x+§:3:>x:§.

5 1
La soluci6 =0, =
a solucion es (2, ,2>

(Castilla-La Mancha, junio de 2009) Con las 12 monedas que tengo en el bolsillo
(de 50 céntimos, de 20 céntimos y de 10 céntimos de euro) puedo comprar un pastel
cuyo precio es 2,80 euros. Si una moneda de 50 céntimos lo fuera de 20, entonces
el nimero de 20 céntimos y el nimero de las de 10 céntimos coincidiria. ;Cuantas
monedas tengo de cada clase?

Solucion: Sea z el nimero de monedas de 50 céntimos, y las de 20 y z las de 10.
Traducimos el enunciado al lenguaje algebraico de los sistemas:

r+y+z=12 r+y+z=12
0,50z + 0,20y + 0,102 = 2,80 = ¢ Sz + 2y + 2z =28
y+1l==z y—z=-—1
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Pasamos a matrices y aplicamos Gauss:

11 1 12 1 1 11
F1—2F5
5 2 1 28 —>F37F2 3 27
01 — -1 01 -1 -1
11 12 0 : 11
Fy—5F . —1/7F .
B -7 0 : =28 — 1 01 0 : 4
—1 01 —1 : —1
10 0 : 3 r=23
F1—2F5 .
— 01 0 ¢ 4 |= (y=4
Fs=la z=25
00 —1 : =3

Solucién: Tenemos 3 monedas de 50 céntimos, 4 de 20 céntimos y 5 de 10 c¢éntimos.

10. (Castilla-La Mancha, septiembre de 2009) En una caja hay monedas de 1, de
2 y de 5 céntimos de euro. El nimero de monedas de 2 céntimos excede en cuatro
unidades a la suma del nimero de las de 2 céntimos y del niimero de las de 5
céntimos. El nimero de monedas de 2 c¢éntimos excede en una unidad al 40 % del
numero de monedas de 1 céntimo. Sabiendo que si tuviéramos una moneda mas de 1
céntimo, el valor de todas ellas seria de 50 céntimos, calcula el nimero de monedas
que hay de cada clase.

Solucion: Sea x el nimero de monedas de 1 c¢éntimo, y el de 2 céntimos y z el de
5 céntimos. Traduciendo se obtiene:

y+z=z+4 —r+y+z=—4
y=0,4r+1 — —2rx+5y =5
r+1+2y+5z=>50 r+2y+5z=49

Pasamos a la matriz del sistema:

-1 11 : —4 -1 1 1 : —4
. F3+Fy .
2 50: 5 |25 003 -2 13
1 2 5 : 49 0 3 6 : 45
-1 1 1 : —4

F3—F> .
EE— 0o 3 -2 : 13

0 0 8 : 32

De F5: 82 = 32 = 2z = 4. De F;, obtenemos que 3y — 8 =13 = y = 7. Y por
ultimo, de F; podemos deducir que —x+y+2z = -4 —= —2+74+4 = —4 = v = 15.

Solucién: En la caja hay 15 monedas de 1 ¢éntimo, 7 de 2 céntimos y 4 de 5 céntimos.
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1.7.

1.

Ejercicios propuestos

(Castilla-La Mancha, septiembre de 2008) En la XXI Olimpiada Nacional de
Quimica se contrataron 5 autobuses de 55 plazas cada uno, incluida la del conductor,
para el transporte de alumnos, profesores y acompanantes. La suma del 10% del
ntimero de profesores y del 20 % del nimero de acompanantes excede en una unidad
al 10% del niimero de alumnos. El nimero de alumnos duplicarfa al de profesores
en el caso de que hubiera asistido 5 profesores menores. Determina el ntimero de
alumnos, de profesores y de acompanantes.

Solucién: Asisten 150 alumnos, 80 profesores y 40 acompanantes.

(Castilla-La Mancha, septiembre de 2008) Un instituto compra 500 paquetes
de folios a tres proveedores diferentes a 2,75; 2,70 y 2,80 euros cada paquete, re-
spectivamente. La factura total asciende a 1360 euros. La diferencia entre el niimero
de paquetes suministrados por el 2° y el 3° proveedor, es triple del niimero de pa-
quetes suministrados por el 1° proveedor. ; Cuantos paquetes suministra cada uno
de los proveedores?

Solucion: El primer proveedor suministra 100 paquetes, el segundo 350 y el tercero
50.

(Castilla-La Mancha, septiembre de 2008) Los 147 alumnos de un Instituto
participan en un taller de percusién organizado pr el Departamento de Musica. Hay
tres modalidades: Merengue, Tango y Samba. Si 15 alumnos de los que han elegido
Merengue hubieran elegido Samba, entonces ambas modalidades hubieran tenido el
mismo nuimero de alumnos inscritos. La suma del nimero de inscritos en Merengue
y el doble del nimero de inscritos en Samba excede en 20 al doble del nimero de
inscritos en Tango. Determina el niimero de alumnos inscritos en cada modalidad.

Solucién: Hay 62 inscritos en Merengue, 53 en Tango y 32 en Samba.

(Comunidad Valenciana, septiembre de 2008) Antonio ha conseguido 1372
euros trabajando durante las vacaciones. Ese dinero puede gastarlo integramente
comprando un ordenador portatil, una camara digital y haciendo un viaje. EL precio
del ordenador portatil excede en 140 euros a la suma de los precios de la camara
y del viaje. Teniendo en cuenta que el precio de un segundo acompanante para el
viaje es la mitad del precio inicial, Antonio podria invitar a su hermano al viaje en
el caso de que no se comprara la camara digital y todavia le quedarian 208 euros.
Calcula los precios del ordenador, de la cdmara y del viaje.

Solucion: El precio del portétil es de 756 €, el de la camara 344 € y el del viaje
272 €.

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:
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2e+y+z=1
dr+y =-2 Solix=-1,y=2 2=1
—2r4+2y+2="7

6r+y—22=7

y+3z =0

3r — 2y — bz + Tw = —31
T+ 2y —z+ 3w =18
r—3y+z+2w=—-26

a) {
dr—2y+z=1
b) r+1y—2=2 Sol: Incompatible
T
c) Sol: z =1, y=10, 2=3, w=0
r42ytl=—1

d) 20 4+5y+1=0 Soliz=-5-3\, y=24X 2=X AR
3r+8y+z=1

6. (Murcia 2006) Discute los siguientes sistemas segun los valores del parametro m.
Resuelve en caso de compatibilidad:

=m-1 . . . .
rTHy+z=m Si m = 1 sistema incompatible
a) 2 +y+mz=m Sol: . . ) .
Sim # 1 sistema compatible determinado
r+my+z=1
x — z=1 . . . .
vt Si m = 2 sistema incompatible
b) 2c —y+z=m Sol : . : .
Si m # 2 sistema compatible determinado
3r+2y—mz =0

ma+3y =0 Si m = 2 sistema compatible indeterminado
) mz +my+z=0 Sol: { Si m # 3 sistema compatible determinado
3x+3y+z2=0
me+y+z=1 Si m = 1 sistema compatible indeterminado
d) r+my+z=1 Sol: Sim # 1y m = —2 sistema compatible indeterminado
r+y+mz=1 Sim # 1y m # —2 sistema compatible determinado

7. Dos amigos invierten 20000 € cada uno. El primero coloca una cantidad A al 4 % de
interés, una cantidad B al 5% y el resto al 6 %. El otro invierte la misma cantidad
Aal5%,la B al 6% y el resto al 4 %. Determina las cantidades A, B y C sabiendo
que el primero obtiene unos intereses de 1050 € y el segundo de 950 €.

Solucién: A =5000; B=5000€ C = 10000 €.

8. (Murcia 2003) En un estudio de mercado, se eligen tres productos, A, By C'y
cuatro tiendas. En la primera, por una unidad de cada producto cobran, en total,
4,25 euros. En la segunda, 2 unidades de A y 3 de C' valen 8,25 euros mas que una
unidad de B. En la tercera, una unidad de A y 2 de C valen 4 euros mas que 2
unidades de By, en la cuarta, una unidad de B vale 1,25 euros menos que una de
C. iTienen A, B y C el mismo precio en las cuatro tiendas o no? Si la respuesta es
no, justifique por qué y si la respuesta es si, diga cudl es ese precio.

Solucién: No. El sistema en el que se traduce el enunciado es:
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9.

10.

r+y+z2=4,25
2 +32=28,25
r +22=2y+4

y =z—1,25

(Murcia 2004) Encontrar tres nimeros A, B y C, tales que su suma sea 210, la
mitad de la suma del primero y del ultimo mas la cuarta parte del otro sea 95 y la

media de los dos ultimos sea 0.
Solucién: A =50, B =40, C' = 120.

(Murcia 2006) La suma de las tres cifras de un nidmero es 6 y si se intercambian
la primera y la segunda, el nimero aumenta en 90 unidades. Finalmente si se inter-
cambian la segunda y la tercera, el nimero aumenta en 9 unidades. Calcular dicho
nimero.

Solucién: el niimero buscado es 123.

Indicacion: un nimero de tres cifras, como por ejemplo, 345, en nuestro sistema
de numeracién, se descompone como 3 - 100 + 4 - 10 + 5.



Capitulo 2

Matrices

2.1. Introduccion

El estudio del objeto matemético matriz nos va a proporcionar una herramienta
importante en la resolucién de diversos problemas, que tienen que ver con situaciones de la
vida cotidiana. Sin ir mas lejos, hemos visto, como el método de Gauss en la resolucion de
sistemas, se reduce a una serie de transformaciones, aplicadas a una matriz. La resolucion
de sistemas nos ayudaron a plantear problemas y hallar la solucién de los mismos. Es
decir, de partida, ya conocemos una de las muchas aplicaciones que tienen las matrices,
no solo en las Ciencias Sociales, sino en practicamente todas las parcelas del conocimiento.

Ejemplos de lo dicho, pueden ser, la aportacién a la Economia, a la Fisica, a la
Biologia, incluso a las propias Matematicas.

Comenzaremos con la definicion propia de matriz, para posteriormente exponer los
distintos tipos de matrices.

Las operaciones entre matrices nos ayudaran a entender que, las podemos tratar
como si fueran nimeros, con un cierto grado de comprension. Es decir, podemos reducir
el estudio de matrices, al estudio de letras del tipo A, B, X, sabiendo que forman parte

de la ecuacion
A-X=B

Uno de los puntos importantes de la unidad, sera el calculo de la matriz inversa.
Recordemos que, el inverso de 2, 27!, es 1, de manera que 2z = 3 = 27! . 2.2 =

27
271 3 s 1 3 3
’ x 5 ) 5‘

Si sabemos entonces, como hallar X!, la solucién a la ecuacién A - X = B, no es
otra que X = A~!. B.

2.2. Definicion de Matriz

Recordemos que, para resolver el sistema

r+2y+2=9
r—y—z=-—10
20 —y+z2=95

29
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1 2 1 : 9
utilizamos la matriz | 1 —1 —1 : —10 |. Diremos que esta matriz, es una matriz
2 -1 1 : 5

de dimensién 3 x 4 puesto que tiene 3 filas y 4 columnas.
En general, se tiene:

Definicién 2. Una matriz A, de dimension m X n, es un objeto matemdtico del tipo:

11 Q12 @3 - Qip
Q21 Q22 Q23 - Q2p
Am1 Am2 Am3 - Qpp

stendo a;; € R
La entrada a;j, es el numero real que se encuentra en la fila i columna j.

En ocasiones, para denotar que A es una matriz, no utilizaremos la caja anterior,
sino que, escribiremos A = (a;j)mn. De esta manera, estamos diciendo que, la matriz es
de dimension m x n y que las entradas de A son a;;. Esto, nos puede ayudar a distinguir
a la matriz A de la B, pues podemos escribir B = (b;j)m.n, que es una matriz de la misma
dimension pero con distintas entradas.

1 2 1 : 9
Ejemplo 11. En la matriz del sistema | 1 —1 —1 : —10 |, 01 =1, a0 =—-1y
2 -1 1 : 5

agzy = 2.
Veamos un ejemplo en el que una matriz nos ayudara a representar una situacién de

la vida cotidiana.

Ejemplo 12. La matriz A representa los consumos anuales de tres familias o, 3, v, de
pan, carne y mantequilla:

430 157 8
A= | 545 210 1
120 80 3

Es una matriz 3 X 3. La entrada a;; = 430, nos informa que la familia o ha consumido
430 unidades de pan y la entrada ass = 1, que la familia 3 ha consumido una unidad de
mantequilla.

Ejercicio 3. Interpreta el resto de entradas.

En lo sucesivo, y conforme vayamos introduciendo nuevos conceptos, veremos distin-
tas situaciones representadas por matrices.

Pasemos a conocer los distintos tipos de matrices.

Definicién 3.
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D1 Diremos que una matriz M es una matriz fila o columna cuando conste de una sola
fila 0 una sola columna.

2
Ejemplo 13. A= (3 —4 /2, %) es una matriz fila, mientras que B = | —1 | es
0

una matriz columna.

D2 Diremos que una matriz A, de dimension m X n, es una matriz cuadrada cuando
m = n. Diremos en este caso, que la matriz es cuadrada de orden n.

La matriz del ejemplo anterior, es una matriz cuadrada de orden 3.
D3 Llamaremos diagonal principal de una matriz cuadrada A, a las entradas a;.

D/ Se llama matriz traspuesta de una matriz A, denotada por A, a la matriz que resulta
de cambiar las filas por las columnas.

Esta matriz, es de suma importancia en el cdlculo de la matriz inversa (no en este
curso). St calculamos la traspuesta de la matriz A del ejemplo anterior, llegamos a

que
430 157 8 430 545 120
A= 545 210 1 | = A'=|[ 157 210 80
120 80 3 8 1 3

D5 Una matriz A es simétrica si At = A.

Ejercicio 4. Encuentra una matriz cuadrada de orden 2 que sea simétrica.

D6 Una matriz A se llama triangular (superior o inferior), cuando todas las en-
tradas, por debajo o por encima, de la diagonal principal son cero.

715 0
. ‘ 4 0 -1 o )
Ejemplo 14. La matriz 001 3 es una matriz triangular (superior).
000 6

D7 Diremos que dos matrices A = (a;j)mn Y B = (bij)pq son tguales, A = B, cuando
m=p,n=qya;=by.

Una vez que hemos introducido las definiciones bésicas, introduciremos las opera-
ciones entre matrices. Comenzaremos con la suma de matrices, para continuar con el
producto.

2.3. Operaciones con matrices

2.3.1. Suma de matrices

Recordemos el ejemplo de las familias a, 8 y . Supongamos por un momento, que el
consumo de articulos que representa la matriz A, se refiere al ano 2004. Pongamos que la
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435 200 5

matriz B=| 570 198 3 |, representa el consumo de dichas familias, pero esta vez en
115 82 5

el ano 2005. Si quisiéramos averiguar el consumo de los articulos pan, carne y mantequilla,

pero de los dos anos, nada seria mas natural que, realizar la suma, entrada por entrada,

de las dos matrices. Luego, la matriz

430 +435 157+200 845
945 +570 210+198 1+3
120+115 80+82 3+5

representa el consumo de las tres familias citadas en los dos anos, 2004 y 2005.
Al hilo de lo dicho, demos la definicién de suma de matrices.

Definicién 4. Sean dos matrices A y B del mismo orden m x n, A = (a;j)mn y B =
(bij)mm- Se define la suma de A y B, denotado por A+ B, como la matriz

A -+ B = (CLZ'j + bij)m,n

Es por tanto necesario que las matrices sean de la misma dimension.

La matriz que representa el consumo en los anos 2004 y 2005, es la matriz suma de
Ay B.
2.3.2. Producto de una matriz por un escalar

Definicién 5. Diremos que k es un escalar, cuando k € R. Es decir, cuando k sea un
numero real.

Sea A = (ajj)mn una matriz de dimension m x n, y sea k € R un escalar. Se define
el producto de k por la matriz A, kA, como la matriz

k?A = (l{:aij)mm

1 -2 3
Ejemplo 15. Sea la matriz A= | =3 /3 0 |, y sea k= —1, entonces
2 =3 1
-1 2 -3
(-DA=| 3 —-V3 0
-2 3 -1
FEs pues logico, escribir (—1)A = —A. Es decir, —A es la matriz que resulta de multiplicar

todas las entradas de A por —1.

Si realizamos la suma A+ (—1)A, podemos comprobar que A+ (—1)A=A— A =03,
siendo O3 la matriz cuadrada de orden tres cuyas entradas son todas cero.
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Ejercicio 5. Comprueba que A — A =

o O O
o O O
o O O

Ejercicio 6. Sean las matrices:
1 0 =2 -1 0 1
A:(41—3) B:<—413>
7T 1 -1 -3 15
C_(8—10 0) D_(G 24)
Calcula —2A+ 7B +4C — 3D

Solucién: Lo primero que debemos hacer es hallar las matrices —2A, 7B, 4C, —3D,

ya que
E=-2A+7B+4+4C —3D = (—2A)+ 7B+ 4C + (-3D)

10 -2 ~10 1 71 -1 315
E_(_Z)(le—3)+7(—413)+4(8—10 O>_3(6 24)
po (720 AN (<T 0 TN, (28 4 4\ (9 -3 -I5

“l=8 26 98 7 21 32 —40 0 ~18 =6 —12

Ahora se trata de sumar las cuatro matrices. Ni que decir tiene, que para sumar
cuatro matrices, debemos aplicar la asociatividad, de la misma manera que la aplicamos
cuando sumamos cuatro nimeros. Es decir, podemos sumar todas las entradas a la vez.
Tenemos por tanto que:

b “2-THB+9  04+0+44-3 447-4-15)_( B8 1 -8
"\ —8-28432-18 —247-40—-6 6+21+0—12 )~ \ —22 —41 15

Ahora se trata de sumar las cuatro matrices. Ni que decir tiene, que para sumar
cuatro matrices, debemos aplicar la asociatividad, de la misma manera que la aplicamos
cuando sumamos cuatro numeros. Es decir, podemos sumar todas las entradas a la vez.
Tenemos por tanto que:

2.3.3. Producto de matrices

Para realizar el estudio del producto de matrices, primero debemos darle un sentido
a dicha operacion.

La operacion de suma, es bastante intuitiva, ya que al sumarse entrada a entrada,
queda claro que lo que hacemos es sumar los datos de una matriz con los de la otra.
La informacién que nos ofrece la suma es clara. Ahora bien, el producto de matrices
no se realiza entrada por entrada. Realmente, si tomamos las matrices que nos da la
informacion del consumo de las familias «, (3, v, poco sentido tiene hacer 430-435. Porque,
.qué informacién nos ofrece el producto 430 - 4357

En primer lugar, daremos la definicién de producto de una fila por una columna.



2.3 Operaciones con matrices 34

by
Definicién 6. Sea A = (aq, az, ..., a,), y sea B = b2 . Se define el producto
bn,
A- B, como
b
b
(ab as, 5 an) 2 - albl + a2b2 + ...+ anbn

bn

Para definir ahora el producto de dos matrices, veremos que éstas, deben tener cierta
conexién. Para empezar, si nos fijamos en el producto anterior, vemos que el nimeros de
columnas de la fila, ha de ser el mismo que el nimero de filas de la columna. Cuando
multipliquemos dos matrices, el nimero de columnas de la primera matriz ha de ser igual
al nimero de filas de la segunda.

Definicién 7. Sea A = (a;j)mn Yy B = (bij)nyp (tgual nimero de filas de A que de columnas
de B). Se define el producto de A por B, A-B o AB, como la matriz C' = (¢ij)mp, siendo
cij el nimero que resulta de multiplicar la fila i de A por la columna j de B. Es decir

by,
bo
Cij:<ai17 a;2, ...,(lm)' 2 :aﬂblj—i-aigbgj—i-...—kambnj
b
2 3 5 L6
Ejemplo 16. SiA—(7 5 4)yB— 7 2 |.SiC=AB, siendo C = (cij)22,
0 =5
entonces
1
0
6
co=(235)- 2 | =2-6+3-2+45-(=5)=-7
-5
1
021:(724)- 7 =7-14+2-7+4-0=21
0
6
022:(724)- 2 :7-6+2-2—|—4-(—5):26
-5

Ejercicio 7. Calcula, si es posible, el producto de los siguientes pares de matrices:

3 2 1
5 0 =2

1
o A= 3
9

S O N
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2 4
-A—(_16 _23> B=| -3 0
1 2
0 -2 3 1
e A= -1 0 9 B=| 2
0 3 6 8

Ejercicio 8. Halla matriz, I3, de dimension 3 x 3 que, multiplicada por cualquier matriz
A de la misma dimension, la deje igual. Es decir:

AL=0 A=A

La matriz I3 se llama matriz unidad de orden 3. Cuando la tengas, sabrds obtener
una matriz unidad de cualquier orden.

Solucién: Sea A = (a;j)33, v sea I = (bji)33. Queremos que Al3 = [3A = A, es
decir, que cada vez que multipliquemos la fila ¢ de A por la columna j de I3 nos dé a;;.
Para aclararnos, Sea C' = Als, C' = (¢;j)33, siendo ¢;; el resultado de multiplicar la fila 4
de A con la columna j de I5. Y queremos que ¢;; = a;;. Asi que

bll

C11 = (an, 12, a13) : = a11b11 + a12ba + aizbs; = an

b13
Como la matriz I3 la elegimos nosotros, es lo mismo que elegir las entradas b;;, luego,
podemos elegir by, ba; ¥ b3y, de manera que a11b11+a12b21 +aq3b31 = a11. Asi que, tomando
b11 = 1, b21 =0 y b31 = O, tenemos que apq - 1+ aig 0+ ais - 0= aiq-
100
Podemos comprobar que I3 = 0 1 0
0 01
2.4. Inversa de una matriz
Al principio del tema, se dijo, que un objetivo importante era, dada una matriz
A, encontrar otra A™! (inversa), que nos permitiera resolver AX = B, siendo X y B,

matrices. Ahora bien, no siempre se puede hallar A~!, ya que, a diferencia de los ntimeros
reales (salvo el cero), no siempre se puede obtener la inversa de otra matriz.

En primer lugar, para que a una matriz le podamos calcular la inversa, ésta tiene que
ser cuadrada. Sin embargo, esto no es suficiente, nos encontraremos matrices, cuadradas,
que no tienen matriz inversa.

Demos las definiciones previas al calculo de la matriz inversa.
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Definicién 8. Sea A una matriz cuadrada de orden n, y sea I, la matriz cuadrada del
mismo orden, tal que

AL, =1,-A=A

A esta matriz la llamaremos matriz unidad de orden n.

Si recordamos el ejercicio 8; vimos que en dicho ejercicio, hallabamos una matriz I3,

1 00
talque A- I3 =I3- A=A, yquel3=| 0 1 0 |.Se puede comprobar que, en general
0 01
1 0 0 0
0 1 0 0
I, = 0 0 1 0

0O 0 0 0 1
Definicién 9. Sea A una matriz cuadrada de orden n. Diremos que A~' es la matriz
inversa de A, cuando A- A1 =A"1-A=1,

1 -1 -1
Ejemplo 17. La matriz A = -1 0 3 , tiene por inversa la matriz A7' =
-2 5 -3
15 8 3
9 5 2 |, ya que, si hacemos A- A=t y A=t A, podemos comprobar que, el resultado
5 3 1
100
esl3=1 0 1 0
0 01

Ejercicio 9. Comprueba que A- A~ = A1 A=14
2.4.1. Pasos a seguir para hallar A~}

Utilizaremos el método de Gauss, para hallar A~!. Tomaremos la matriz A, a la que
queremos hallar la inversa. A su izquierda escribiremos la matriz unidad del mismo orden.
Mediante transformaciones elementales en filas y/o columnas, transformaremos la matriz
A en la matriz unidad, y las mismas transformaciones se las aplicaremos, de forma si-
multanea, a la matriz unidad. En el momento que A pase a ser I,,, la matriz de la derecha
sera A~!. De forma esquematica, el proceso es

( A| I) Transformaciones elementades> ( ]‘ A_l)
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Existen ciertas matrices, a las que no podemos calcular la matriz inversa. Recono-
ceremos que estamos ante una de dichas matrices, porque cuando apliquemos Gauss, nos
encontraremos con que hay al menos una fila o columna de ceros. En este caso, paramos el
proceso, repasamos las transformaciones hechas (puede haber algin error en las cuentas),
y concluimos que la matriz no tiene inversa.

Ejercicio 10. Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices o averigua que
no la tiene.

Solucion:

]‘ 2 3 Transformaciones 1 2 3 1 0 0
(A)————{1A™Y) Fy—4F,
a) | 456 4565010 [
7 8 9 3—TF

7 8 9 0 0 1

. F3—2F, _

0 -3 -6 : —4 10 —_ 0 -3 -6 : -4 1 0
0 -6 —12 : =7 0 1 0 O 0o : 1 =21

Vemos que en la matriz A hemos conseguido una fila de ceros, por lo tanto, estamos
ante una matriz no inversible.

1 2 3 Transformaciones 1 2 3 1 0 0
AH)——{|4a™h) ‘ FyeFy
b) 12 012:010 |

b2 124 : 001

1 2 3 1 00 1 0 —1 1 =2 0
A2k, : Fi+Fs

01 2 0 1 0 = 01 0 & 2 1 -9 ftFs
2—2F

0 0 1 -1 0 1 00 1 -1 0 1

1 00 0o -2 1 0 -2 1

010 9 1 —9 |=A"t=| 2 1 =2

001 -1 0 1 -1 0 1

Hay una forma muy facil de comprobar que la matriz que hemos hallado, es justamente
la matriz inversa, y es demostrar que A- A~' = A='. A = I;. Ahora bien:

1 2 3 0o -2 1 1 00
01 2 2 1 —2]=[010
12 4 -1 0 1 00 1
Y de la misma manera, vemos que A~ - A = I;.
1 1 3 Transformaciones 1 1 3 . 1 0 0
AH)——{|4a™h) _ Fye By
| 121 1 21:010 | =2
2 00 F3—2F

[\
o
o
o
(@]
—
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1 1 3 1 00 11 3 1 00
F3+2F; Fy:(~10)
01 —2:-110|——01 =2 -1 10| —
0 2 -6 : -2 01 00 —10 @ —4 21
11 3 1 0 0 110: - 2
01 2! -1 1 0 |[—>|010: -1 3 _1 |22
Fy+2F3 5 5 5
2 1 1 2 1 1
00 1 5 75 10 001 : 5 —5 —1
100 0o 0 3
1 3 1
01 0: -5 5 -5
0oo0o1: 2 -1 -1
Luego la matriz inversa de A, es
5 5
FEN LI A A IR
25_51i 5 2 -1 —1
5 5 10

Se puede comprobar que A- A== A"t A =T,

Ejercicio 11. Comprueba si las siguientes matrices tienen o no inversa:

1 -1 0 1
10 -1

2 -1 1 -3 2 2

A:<4—2> b= gf_ll “=1 -1 0 11

1 -2 3 0

2.5. Rango de una matriz

Cuando aplicamos el método de Gauss en la resolucién de matrices, lo que hacemos
es convertir a la matriz del sistema, en una matriz diagonal superior. Es decir, hacemos
ceros por debajo de la diagonal principal. De esta manera, podemos comprobar como
serd el sistema; si serd compatible o incompatible, y si es compatible, si se trata de un
compatible o de un compatible indeterminado. Todo ello, nos lo dice el niimero de ceros
que hay en la ultima de las filas. A parte de dicha informacién, podemos sacar otra
informacion, podemos decir qué rango tiene. Vemos qué significa el rango de una matriz
y cémo calcularlo.

Definicién 10. Sea A una matriz de orden nxm. Sea A la matriz que resulta de aplicarle
Gauss a dicha matriz. Definiremos el rango de A, como el nimero de filas distintas de
cero que tiene A.

Ejercicio 12. Cualcula el rango de la siguiente matriz

1 1 1
A= 2 -1 3
1 4 m

sequn los valores del parametro m.
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Solucion:
1 1 1 11 1 1 1 1
9 —1 3 | 2205109 -3 1 Ll g 3 1
1 4 B\ 3 m-1 0 0 m

De Fj tenemos que si m = 0 entonces la matriz A tendra dos filas distintas de cero y
luego el rango sera 2. Si por el contrario, m # 0, el rango de A serd 3.
Por tanto, si m = 0 el rango es 2 y si es m # 0 el rango es 3.

Ejercicio 13. Calcula el rango de la siguiente matriz

1 —m 1
A= 1 1 1
m 1 1
1 —m 1 : 1 1 —-m 1 : 1
. F—Fy .
1 1 1 @ m+42 o 0 I+m 0 14 m
3— 11
1 1 m : 4 0 1+m m-—1 : 3
1 —-m 1 : 1
F3—F» .
— 1 0 14+m 0 14+ m
0 0 m—1: 2—m
De F, podemos deducir que si 1 + m = 0 = m = —1, entonces, el rango de A es 2,

mientras que si m # —1, el rango de la matriz A es 3, ya que, en F3 no podemos hacer
cero, de forma simultanea m — 1y 2 — m.

Ejercicio 14. Calcula el rango de las siguientes matrices:

4 2 0
1. 11 -1
2 0 -2
-1 0 1 3
1 1 -1 0
< 1 1 2
-2 1 -2 3
Ejercicio 15. Calcula el rango de las siguientes matrices, segun los valores del parametro
m:
2 -1
1 -1 E
2
1 m
4 2 0
2 1 1 -1
m 1 1
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2.6. Expresion matricial de un sistema

Cualquier sistema de ecuaciones se puede expresar como una ecuacion matricial. A
saber, sea por ejemplo el sistema:

r+y—2z2=3
3x+4y—2=>5 (2.1)
T4+ 2y+3z=-1
11 -1 3
Sea A= 3 4 —1 | lamatriz de los coeficientes, sea B = 5 la de los términos
1 2 3 -1
x
independientes, y sea X = | y | la matriz de las incégnitas. Entonces, el sistema (2.1)
z

se puede expresar como

AX =B

Puesto que la matriz A es una matriz regular, es decir, existe A, podemos despejar
X, siendo
X=A'B

Ejercicio 16. Traduce los siguientes sistemas a ecuaciones matriciales, comprobando, si
se puede despejar la matriz de incognitas:

r+y+z=23
1. r—2y+2z2=1
20 +y+32=6
r+y+z2=0
2. r—y—z=-—4
r+y+z2=238

3z —2y+z=1
3. rTH+y—z=2
6z +y—22=10

2.7. Problemas resueltos

1. (Castilla-La Mancha, junio de 2009) Despejar la matriz X en la ecuacién:
2X+AX =1

2. Halla la matriz X de la ecuacién anterior sabiendo que: A =

—_ o

— o o
)
®

~
|

o O =

o = O

0
0
1

Solucion:
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a) 2X+AX == 2I+ A X =1= X =2+ A)'T=2I+A)"!

b) Evidentemente tendremos que hallar la matriz (27 + A)~!

2 00 1 1 301
2[+A=102 0 |+ O 2 |+ 022
00 2 1 -1 1 11
3 1 1 11 0 01
F1—F3 1/2F2
0 2 0 B 2 2 0 T
111 00 -23 0 1 1 00
1 1 1 0 0 1 100: 0 —-1/2 1
Fi—F;
0 1 1 0 1/2 0 m 11 -1 -1 3
0 -3 -2 1 0 -3 001 1 3/2 -3
0 -1/2 1
X=1-1 -1 3
1 3/2 -3
3. (Castilla-La Mancha, septiembre de 2009)
a) Despeja la matriz X en la ecuaciéon A2+ A-X = B
110
b) Halla la matriz X de la ecuacién anterior sabiendo que A= | 0 1 1 |y
1 01
020
B=|100
1 00
Solucién:

a) A24+AX =B = AX = B—A? = A 'AX = A" {(B—A?) = X = A"'B—A

b) Hallemos A~!. Para ello, como siempre tomamos la matriz A junto con la matriz

I3, identidad de orden 3.

110 :1 0 1
F—Fy
011 010 -
101 :0 1 0
1 0 -1 1 -1 0 1
1/2F3
01 1 0 1 0
00 2 -1 1 1 0

0: 1 00
F1—F>
1 0 1 0 Fot
-1 1 -1 0 1
—1 1 -1 0
. Fy—F3
1 0 1 0 Pot Py
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100 1/2 —1/2 1/2
010 1/2 1/2 -1/2

001 —1/2 1/2 1/2
/2 —1/2 1/2
Asf pues: A7 = /2 1/2 -1/2

~1/2 1/2  1/2

Resolvemos la ecuacion:

12 —1/2 1/2 020 110
X=| 172 12 12 |-l100|-f011
~1/2 1/2  1/2 100 101
0 1 0 110 -1 0 0
=lo 1 o0]-lo11]|=[o0o 0o -1
1 -1 0 10 1 0 -1 -1

4. (Comunidad Valenciana, septiembre de 2009) Obtén todas las matrices colum-

x
na X = Y que sean soluciones de la ecuacion matricial AX = B, siendo
z
11 1 1
A= 01 -1 | yB=| —1 |.{Cudles de esas matrices X tienen la primera
12 0 0

fila nula?

Solucién: Nos estan pidiendo que resolvamos un sistema de ecuaciones que esta es-
crito en modo matricial. Aplicamos Gauss a la matriz del sistema:

11 1 : 1 12 0 : 0 12 0 : 0
. F+F . F5—Fy .
01 -1 : -1 - 01 -1 : —1 - 01 -1 : —1
12 0 : 0 12 0 : 0 00 0 : 0
Estamos ante un S.CI. Si 2z = A = y—2 = -1 = y = =1+ A. Y como

r4+2y=0=2+2(-1+N)=0=2=2-2\

2—2\
Las matrices columna que nos pide el ejercicioson X = | —1+ A |.Y las matrices
A
0
que tiene la primera filanulason | 0 |, yvaquez=0=—=2-2A=0= A= 1.
1

5. (Andalucia 2009)
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a) Plantee y resuelva el sistema de ecuaciones dado por:

3 1—=22 0 Y —1
2 xz4+1 2 || 2 | = 2
0 1 z 1 0

b) Dada la matriz A = ( 15

23 ), calcule la matriz M = A - A1,

Solucion:

a) El sistema que resulta es:

3y+2(1—2x)=-1 —4x 4+ 3y = -3
204+2(z+1)+2=2 = 20 + 2y = -2
24+2=0 z= -2

Basta resolver el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas que queda.

La solucién es (0, —1, —2).

b) Calculamos en primer lugar A~1.

2 3 : 10 Fo—2F) 2 0 : =5 3
=
0 -1 : 0 1 0o -1 : =21

1ok, (1 0 i —5/2 3/2)

o\o1 o2 -1
Tenemos que A~ = ( _52/2 3_/12>yAt:<§ g).Luego:

g (24Y (24
weaa=(55) (5 5)

6. (Andalucia 2009) Sean las matrices A = ( (1) -1 ), B = < 31 )

a) Calcule A% y 2B + I5.

b) Resuelva la ecuacién matricial AX — I, = 2B2

Solucion:

o= 5 ) (03 ) (s )
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b) AX — I, =2B* = AX =2B?+ [, = X = A7Y(2B% + I,). Necesitamos pues
hallar A~

A_l_)<1—1510>1/z_@><1—151 0)
0 2 01 0 1 0 1/2
M(10511/2>
0 1/2
eoten=2( ) (A 0) (o 1) =25 e) (o 1)
(59)-(3 (7
Lo ) (B )=(5 )

7. (Andalucia 2009) Sea la igualdad AX + B = A, donde A, X y B son matrices
cuadradas de la misma dimension.
a) Despeje la matriz X en la igualdad anterior, sabiendo que A tiene inversa
b) Obtenga la matriz X en la igualdad anterior, siendo A = ( ? g ) y B =
0 3
-1 2 )
Solucién:
a)

AX+B=A=AX=B- A= A"AX=A"A-A'B=X=01L-A"'B
b) Hallamos A~

25 10\ Ror 13 : 01 Fo—2F, 1 3 0 1
5 =
13 :01 2 5 10 0 —1 :

1 -2

Fo+3F, 1 0 : 0 =5 (—1)Fy 10 : 0 =5
R -
0 -1 : 1 =2 01 : —1 2

cenman=(00) (5 Y) (he)= (0 5)
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8. (Andalucia 2009) Sean las matrices

-1 4 -1 21 3 5 -2 —6
A=l 0 -1 0 |,B=| 0 2 -1 ],yc=| 0 -3 2
3 1 2 1 0 1 —2 0 -1

Determine X en la ecuacién matricial X - A — 2B = C.

Solucidn:
X - A-2B=C=XA=C+2B= X =(C+2B)-A"!
5 —2 —6 —4 2 6 100
C+2B= 0 =3 2 |+l 0 4 2 |=(010]|=1
2 0 -1 2 0 2 00 1
1 4 -1 1 0 -1 4 -1 :100
_ F3+3F;
AT — 1 0 -1 0 010|250 -1 0 010
3 1 2 0 1 0 13 -1 '3 0 1
1 0 -1 %1 4 0 101 -1 —4 0
Fi14+4F» . (=1)F1 .
PN -1 0 10 10| T oom 0: 0 -1 0
0 0 -1 %3 13 1 001 -3 —13 —1
1 00 2 9 1 2 9 1
—lo10:0 -1 0o |=A'=| 0 -1 0
00 1 -3 —-13 -1 -3 -3~
Como C + 2B = I,
2 9 1
X=(C+2B)-At=L-At'=A"1= 0 -1 0
—3 —13 -1

2.8. Ejercicios propuestos

1. (Comunidad Valenciana, junio de 2008) Determina X que verifica la ecuacién

AX + I = AB?, siendo I la matriz identidad, A = ( _11 1 )7 B = ( _21 1 ) y

Bt la traspuesta de B.

v 3/2 —1/2
Solucion: X = ( 12 1/2 )
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2. (Andalucia, junio de 2008) Sean las matrices A = ( g g ) v B = ( C6L ll) )

a) Calcule los valores de a y b para que A- B=B- A

b) Paraa =1y b=0, resuelva la ecuacién matricial

X-B-A=1

Solucién: a) a =1, b= 4. b) X = ( —_131 ? >

3. (Castilla-La Mancha, junio de 2008)

a) Despeja la matriz X en la ecuacion 2X — B = AX

1 01
b) Hallar la matriz X de la ecuacién anterior, sabiendo que A = 2 10
-1 31
1 =2
yB=1| -3 3
4 -3
Solucion:
1 -1
a) X =02I-A)"1-B by X=[ -1 1
0 1

1

4. (Murcia, septiembre de 2008) Dada la matriz A = ( 5 1

) , encontrar una

matrithalqueA-B:(g g)

cr 2 -1
Soluc10n.B—(_1 5 )



Capitulo 3

Programacion lineal

3.1. Introduccion

En este tema aprenderemos a resolver problemas empresariales sencillos. Se trata de
la puesta en escena de unas situaciones que, se dan en la realidad a un nivel superior.
Este tema es pues, la base para resolver problemas reales a nivel de empresa.

Comenzaremos con un problema que le surge a un grupo de companeros de segundo de
Bachillerato. El problema consiste en formar grupos, de manera que, pueda garantizarles
un mayor ingreso de dinero, elaborando encuestas para una empresa.

Como veremos, es un problema empresarial, pero a nivel de alumnos de segundo de
Bachillerato.

3.2. Funcién objetivo

Estudiemos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 18. (PAU Murcia 2005) Un grupo de alumnos formado por veinte chicas y
diez chicos organizan un viaje. Para que el viaje les salga mas economico deciden pedir
trabajo por las tardes en una compania que se dedica a realizar encuestas y que contrata
a equipos de jovenes de dos tipos:

o Tipo A: Parejas (una chica y un chico).
o Tipo B: Equipos de cuatro (tres chicas y un chico).

La compania paga 30 euros por la tarde de la pareja y 50 euros por la tarde del equipo
de cuatro.

a) ¢Como les conviene distribuirse para sacar la mayor cantidad posible de dinero?

b) +Y siles pagara 30 euros por la tarde de la pareja y 30 euros por la tarde del equipo
de cuatro?

47
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Para resolver este problema, nos vamos a plantear unas incégnitas, y una funcion
objetivo. La funcién objetivo no es mas que una funcién en dos variables, que nos va a
proporcionar el dinero que ganaremos segiin hagamos el reparto.

Las incognitas, como siempre, nos las pide el enunciado del problemas. De la pregunta:
scomo les conviene distribuirse para sacar la mayor cantidad posible de dinero? se deduce
que podemos tomar:

x — numero de parejas tipo A
y — numero de parejas tipo B

Segun ésto, obtendremos un beneficio B de:

B(z,y) = 30x + 50y

Analicemos con un poco mas de detalle a la funcién. Si por ejemplo, nos dejamos
llevar por el dinero que se le da al equipo tipo B, y hacemos el mayor niimero posible de
dichos grupos, que es 6, vemos que, sacamos 300 €. Si hacemos 6 grupos B, ya hemos
colocado a 18 chicas y a 6 chicos con lo que, quedarian 4 chicos y dos chicas por colocar.
Con estos companeros, podemos hacer dos grupos A y quedarian dos chicos sin trabajar.
.Es posible mejorar esto? ;podemos encontrar otra opcién en la que todos trabajen y
se saque mas dinero? Contestaremos a estas preguntas en la siguiente seccién cuando
estudiemos las restricciones del problema.

Antes de introducir el estudio de las restricciones, proponemos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 19. Una finca necesita al dia 9 kg de abono nitrogenado (N ), 5 de abono
fosforado (P) y 6 de potasio (K). En la Cooperativa Agricola se venden dos tipos de cajas.
Las de tipo A llevan una bolsa con 1 kg de N, otra con 1 kg de P y otra con 2 kg de K
y valen 2 euros. Las de tipo B tiene una bolsa con 3 kg de N, otra con 1 kg de P y otra
con 1 kg de K y valen 3 euros.

1. ;Cudntas cajas de cada tipo deberan comprarse para cubrir las necesidades de la
finca con minimo gasto?

2. 4Cudl es ese minimo gasto necesario?

3. ;Qué tipos de abono se aprovechardn completamente y de cudles sobraran?

En este caso, el problema es el de reducir costes. De nuevo, el problemas nos lleva a
identificar las incognitas de la siguiente manera:

x — numero de cajas de tipo A
y — numero de cajas de tipo B

La funcion objetivo es una funcion de coste, asi que, en este caso la denotaremos por
C:
C(z,y) = 2z + 3y
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3.3. Restricciones

Los siguientes ejemplos nos ensenaran a sacar las restricciones de un problema.

Ejemplo 20. Volvamos de nuevo, al primer problema. Traduzcamos las condiciones al
lenguaje algebraico. Puesto que los equipos son de chicos y chicas, atenderemos al nimero
de chicos y al de chicas, de manera que, intentemos que nadie se quede sin trabajar. Por
ello, la siguiente tabla nos puede venir bien:

Chicos | chicas
Equipo A (x) 1 1
Equipo B (y) 1 3
10 30

Segun la tabla, y puesto que no hay mds de 10 chicos y 20 chicas, la traduccion serd la
siguiente:

z+y <10 (chicos)
x + 3y <20 (chicas)
z,y >0

Comprobamos que las condiciones de la empresa, junto a nuestra situacion, es de-
cir, las restricciones del problema, se traducen en una serie de inecuaciones. La ultima
imecuacion, es la traduccion de una obviedad; no puede haber un niumero negativo de
equipos. Dejémoslo en el aire por el momento.

Pasemos a escribir las restricciones del problema de los abonos.

Ejemplo 21. Recordemos el problema de la finca:

Una finca necesita al dia 9 kg de abono nitrogenado (N ), 5 de abono fosforado (P)
y 6 de potasio (K). En la Cooperativa Agricola se venden dos tipos de cajas. Las de tipo
A llevan una bolsa con 1 kg de N, otra con 1 kg de P y otra con 2 kg de K y valen 2
euros. Las de tipo B tiene una bolsa con 3 kg de N, otra con 1 kg de P y otra con 1 kg
de K y valen 3 euros.

Para el problema de los abonos, nos planteamos la siguiente tabla:

Abono (N) | Abono (P) | Abono (K)
Cajas tipo A () 1 1 2
Cajas tipo B (y) 3 1 1
9 5 6

Se necesitan, al menos, 9 kg de abono nitrogenado, 5 de abono fosforado y 6 de
potasio. la expresion “al menos” , la vamos a traducir en >, de donde:

r+3y>9
rT+y>9
20 +y > 6
z,y >0
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Ahora nos hacemos la pregunta de qué hacer con estas restricciones. Estéa claro que,
cualquier par de nimeros (z,y) que cumplan las cuatro desigualdades de arriba nos vale,
pero juno cualquiera es el 6ptimo a nuestros intereses?

Volvamos de nuevo al ejemplo de los equipos de alumnos de Bachillerato. Queremos
encontrar la mejor combinacion, es decir, la distribuciéon que nos proporcione el mayor
ingreso. Recordemos las restricciones:

z +y < 10 (chicos)
z + 3y < 20 (chicas)
z,y 20
Tomemos una pareja de nimeros (z,y) al azar, que cumpla las restricciones, como por
ejemplo, (2,6), es decir, 2 parejas de chico y chica, y 6 equipos de cuatro, de manera que:
2+ 6 < 10 (chicos)
2436 < 20 (chicas)
2,6 >0
Ahora bien, jes la mejor opcién? La funcién beneficio, B(x,y), nos dice que ganamos:

B(2,6) =30-2+50-6 =360 €

Veamos ahora si el par (5,5) también cumple las restricciones:

5+ 5 < 10 (chicos)
5+ 35 <20 (chicas)
5,56>0
sin embargo, para este par, obtenemos un ingreso de

B(z,y) =30-5+50-5 =400 €

El par (5,5) nos da un beneficio mayor que el par (2,6), y sin embargo, ambos cumplen las
desigualdades. Esto nos lleva a buscar un método, que, lo primero, nos busque soluciones,
y segundo, halle el par éptimo a nuestros intereses.

3.4. Region factible. Puntos extremos

En esta seccién vamos a representar geométricamente las restricciones. En el sigu-
iente ejemplo, vamos a dibujar lo que llamaremos regién factible de un problema que no
conocemos, pero del que si tenemos sus inecuaciones.

Ejemplo 22. Vamos a representar, geométricamente las restricciones:

3r+4y <12
20 +y > 2
x>0
y=>0

En primer lugar, representaremos las rectas ry = 3v+4y =12, ro =2x+y =2, r3 =
xr =0, ry =y = 0. Para ello, damos valores a la z, al menos 2, de manera que podamos
trazar la recta.
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Comencemos con la recta m = 3x + 4y = 12, que, comd
vemos, pasa por los puntos (4,0) y (0, 3). Estos puntos, los
Y 0.3)
3
0

podemos obtener mediante la tabla:

De la misma manera representamos la recta ry = 2x+y = 2,
de la que obtenemos los puntos (0,2) y (1,0). En este caso,

S
la tabla de valores es: 012
110
Para representar las rectas r3 = x = 0ery =y = @O\ r, (4,0)

0, recordemos que, una recta del tipo x = k, es una recta
paralela al eje OY (o eje de ordenadas), que pasa por el punto (k, 0). De lymisma manera
ocurre con las rectas del tipo y = k; en este caso, son paralelas al eje VX (o eje de
abscisas).

El siguiente paso es, averiguar que semiplano debemos tomar para cada una de las
inecuaciones que forman las restricciones. Por ejemplo, en el caso de la inecuacion 3z+4y <
12 seguiremos los siguientes pasos:

P1 Elegimos un punto que no pertenezca a la recta 3x + 4y = 12, como
por ejemplo el (0,0).

P2 Averiguamos si cumple, o no, la desigualdad: 3-0+4-0=0 < 12.

P3 Si la cumple, tomamos el semiplano que contiene al punto elegido.
Si no la cumple, tomamos el semiplano simétrico, con respecto a la
recta anterior.

Haremos lo mismo con cada una de las desigualdades que forman el conjunto de
restricciones. Las restricciones x > 0 e y > 0 forman el primer cuadrante. La region final
es la de la figura:
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La regién resultante es un poligono convexo. Los vértices de este poligono son: el (4, 0),
el (1,0), el (0,2) y el (0,3). Estos vértices serdn en lo sucesivo de extrema importancia,
ya que uno de ellos serd el punto donde se alcance el 6ptimo, ya sea para maximizar
beneficios o para minimizar costes. A estos puntos, los llamaremos puntos extremos.

Nota: No todas las regiones factibles son acotadas (cerradas). Se puede dar el caso
de tener infinitos puntos extremos. Trataremos mas adelante alguno de estos casos. De
momento, nos vamos a dedicar a resolver problemas en los que las regiones sean acotadas.

Ya estamos en disposicién de dar solucién a los dos problemas que hemos planteado
hasta la fecha. Se trata de hallar la region factible. Tomamos los vértices del poligono
y los sustituimos en la funcién objetivo. El que nos aporte un mayor beneficio o menor
coste es el que nos va a dar la soluciéon. Veamos cada uno de los dos casos.

Ejemplo 23. Un grupo de alumnos formado por veinte chicas y diez chicos organizan un
viage. Para que el viaje les salga mds economico deciden pedir trabajo por las tardes en
una compania que se dedica a realizar encuestas y que contrata a equipos de jovenes de
dos tipos:

o Tipo A: Parejas (una chica y un chico).
o Tipo B: Equipos de cuatro (tres chicas y un chico).

La compania paga 30 euros por la tarde de la pareja y 50 euros por la tarde del equipo
de cuatro.

a) ¢Como les conviene distribuirse para sacar la mayor cantidad posible de dinero?

b) ;Y siles pagara 30 euros por la tarde de la pareja y 30 euros por la tarde del equipo
de cuatro?

Solucién: Lo primero es representar las rectas r1 = x +y = 10 y ro = = + 3y = 20.
Recordemos que las restricciones z > 0 e y > 0, forman el primer cuadrante.

S
1. x4y=10= 0 |10  Los puntos a representar son: (10,0) y (0, 10).
10| 0
o Y
2. z+3y=20= 0 |6,6~6,6 Los puntos a representar son: (0;6,6) y (20,0).
20 0

Para representar las rectas, hemos tomado cada cuadricula como si fueran dos unidades.
En muchos casos, lo que haremos sera algo parecido, tendremos que cambiar la escala,
para poder representar.

Puesto que, el (0,0) cumple las dos primeras restricciones, la regién factible esté forma-
da por los puntos que se encuentran en la zona sombreada. Los vértices de la misma
son: (0,0), (10,0), (0;6,6) y el vértice que se encuentra en la zona interior del dibujo.
., Cémo calculamos este punto? No hay mas que caer en la cuenta de que este punto, es la
interseccion de las rectas r; y 9. Basta pues, con resolver el sistema
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z+y=10
r+ 3y =20

La solucién de este sistema es xt =5 e y = 5.

El siguiente paso es, sustituir los puntos extremos, es decir, los vértices, en la funcién
objetivo. Y en este caso, la solucién esta en el punto que nos de un mayor valor para la
funcién B(z,y):

0,0) => B(0,0)=30-0+50-0=0

(
. (10,0) = B(0,0) = 30-10 + 50 - 0 = 300
(0;6,6) => B(0,0) =30-0+50-6,6 = 330
(

5,5) = B(0,0) =30-5+50-5=400]

Como ya dijimos, se saca mas dinero con 5 equipos de cada tipo.

3.5. Problemas resueltos

1. (Andalucia, junio de 2009) En un examen de Mateméticas se propone el siguiente
problema: indique dénde se alcanza el minimo de la funcién F(z,y) = 6x + 3y — 2
en la regién determinada por las restricciones

204y 26,20 +5y<30y2x —y <6

a) Resuelva el problema.

b) Ana responde que se alcanza en (1,4) y Benito que lo hace en (3,0). ;Es cierto
que se alcanza el minimo en (1,4)7 ;Y en (3,0)7

Solucién:
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a)

Vamos primeramente a representar las restricciones. Para ello representamos las
rectas
2r+y=6, 2r+5y=30y2xr —y=26

(lo més cémodo en estos casos es ver los puntos de corte y luego elegir la regién
que sirve de conjunto de soluciones). Una vez representadas las restricciones, la

region factible es la representada en la figura.

Los vértices o candidatos a maximos y a minimos son precisamente V;(3,0),

Vo =(0,6) y V5 : { 20—y =06 es decir, V3 es la interseccién de las rectas

92 4+ 5y = 30
del sistema. Luego V3(3,4).

Por otro lado, F(z,y) = 6x + 3y — 2 y sélo hay que sustituir los puntos que
tenemos en F":

F(3,0)=18—2=16

F(0,6) =18—2=16

F(3,4)=18+12—-2=28

Asi, podemos asegurar que el minimo se alcanza en (0,6), (3,0) y en cualquier
punto perteneciente al segmento comprendido entre ambos.

Ana responde que el minimo se alcanza en (1,4). Para ver si tiene razén, veamos
si (1,4) pertenece a la recta 2x + y = 6 que pasa por V; y V5.

Vzer=2r+y==6porque 2-14+4=56
Efectivamente, (1,4) es minimo de la funcién objetivo (la minimiza).

Benito también tiene razén, pues (3,0) es vértice de la region factible.
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2. (Murcia, junio de 2009) Un atleta debe tomar por lo menos 4 unidades de vi-
tamina A, 6 unidades de vitamina B y 23 de vitamina C' cada dia. Existen en el
mercado dos productos, P, y P, que en cada bote contienen las siguientes unidades
de esas vitaminas:

Al B|C
Pl 4,116
Pl 1]6 |10

Si el precio de un bote del producto P; es de 100 euros y el de un bote del producto
Ps es de 160 euros, averiguar:

a) {Coémo deben mezclarse ambos productos para obtener la dieta deseada con el
minimo precio?

b) (Qué cantidad tomara de cada vitamina si decide gastar lo menos posible?

Solucion:

La estructura del problema consiste en:

Minimizar: 100x 4+ 160y

de+y >4
x+ 6y > 6
6x + 10y > 23
z,y >0

S.a.

Tomamos la informacion necesaria para construir la region factible: las intersecciones
con los ejes coordenados de las rectas 4z +y =4, v 4+ 6y = 6 y 6z + 10y = 23 son
los puntos (0,4), (1,0), (0,1), (6,0), (0,23/10), (23/6,0).

6. Vi
7410&
A

<%

Veamos cudles son los candidatos a minimo:

Vi(0,4)

) doe +y =4 1
Ve { 62 + 10y = 23 _>‘/2<2’2>
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f 6o+ 10y =23 1
V?’{ T+ 6y =6 _”/5(3’2>

Vi(6,0)

Hagamos la valoracién de los puntos en la funcién objetivo F(x,y) = 100x 4+ 160y:

F(0,4) = 640

1
F (5,2) =50+ 320 = 370

1
F (3, 5) — 300 + 80 = 380
F(6,0) = 600

a) La dieta deseada con el minimo precio se obtiene con medio bote del producto 1
y 2 botes del producto 2.

b) Tomara 4 unidades de la vitamina A, 25/2 de la vitamina B y 23 unidades de la
vitamina C.

3. (Murcia, septiembre de 2009) Una escuela prepara una excursién para 400 alum-
nos. La empresa de transporte dispone de 40 plazas y 10 de 50 plazas, pero sélo
dispone de 9 conductores. El alquiler de 1 autocar grande es de 80 € y el de uno
pequeno de 60 €.

a) Calcular cudntos autocares de cada tipo hay que utilizar para que la excursién
resulte lo mas econémica posible para la escuela.

b) ;Cuéantas plazas sobrardn?

Identificar en el planteamiento las variables, las restricciones y la funcién ob-
jetivo a optimizar.

Solucion: Sea x el numero de autocares de 40 plazas e y el de 50 plazas.

Para que la excursiéon sea lo mas econémica posible, hay que reducir gastos, para
ello habra que minimizar el nimero de autocares pero satisfaciendo las necesidades
minimas (llevar a los 400 alumnos) por ello, el problema es:

Minimizar: F(x,y) = 60x + 80y

40z + 50y > 400
r<8ey <10
r+y<9

z,y >0

S.a.

Estas restricciones son porque el nimero de plazas es de 400, sélo hay 8 autobuses
de 40 plazas (z), sélo hay 10 autobuses de 50 plazas (y) y la empresa sélo dispone
de 9 conductores. Y con esta informacion construimos la region factible.



3.5 Problemas resueltos 57

v
~
9
V3
40z + 50y = 400
[~
NG
Los vértices son:
V1(0,8)
V5(0,9)
| 40z 4 50y = 400
%{ T+y=9 — V3(5,4)

Realizamos la valoracion de los puntos en la funcién objetivo:
F(x,y) = 60z + 80y

F(0,8) =60-0+80-8 =640 €

F(0,9) =60-0+80-9 = 720€
F(5,4)=60-54+80-4 =620 €

Asi, la solucién mas barata es contratar 5 autocares de 40 plazas y 4 autocares de
50 plazas.

4. (Madrid, junio de 2009) Una carpinteria vende paneles de contrachapado de dos
tipos A y B. Cada m? de panel del tipo A requiere 0,3 horas de trabajo para su
fabricacién y 0,2 horas de trabajo para su barnizado, proporcionando su venta un
beneficio de 4 €. Cada m? de panel del tipo B requiere 0,2 horas de trabajo para
su fabricacién y 0, 2 horas para su barnizado, proporcionando su venta un beneficio
de 3 €. Sabiendo que en una semana se trabaja un maximo de 240 horas en el taller
de fabricacién y de 200 horas en el taller de barnizado. Calcular los m? de cada
tipo de panel que debe vender semanalmente la carpinteria para obtener el maximo
beneficio. Calcular dicho beneficio maximo.

Solucidén: Sea x los m? de paneles del tipo A e y los m? de paneles del tipo B. La
funcién objetivo es
B(z,y) =42 + 3y

En una tabla se ve claramente como se plantea el problema:
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Trabajo Fabricacion | Trabajo Barnizado | Beneficio
Paneles tipo A 0,3 0,2 4 €
Paneles tipo B 0,2 0,2 3 €
Maximo horas 240 h 200 A

Se trata pues de resolver el problema:

Maximizar: B(x,y) = 4x + 3y

0,3z + 0,2y < 240 — 2z + 3y = 2400
s.a. 0,2z + 0,2y < 200 — 2z + 2y = 2000
z,y >0

La regién factible, como siempre, son las soluciones del sistema de restricciones.

Los candidatos a maximizar la funcién objetivo seran

Vi(0,100)

2z + 2y = 2000
V3(800,0)

v, { 2z + 3y = 2400 L V4(400, 600)

Hagamos ahora la valoracién de los puntos en la funcién objetivo B(z,y) = 4z + 3y:
B(0,1000) =4 -0+ 3-1000 = 3000

B(400,600) = 4 - 400 + 3 - 600 = 3400

B(800,0) =4 - 800 = 3200 €.
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Asi, podemos asegurar que se debe fabricar 400 paneles del tipo A y 600 del tipo B
para obtener beneficio maximo.

5. (Madrid, septiembre de 2009) Una refineria utiliza dos tipos de petréleo A y
B, que compra a un precio de 350 € y 400 €por tonelada respectivamente. Por
cada tonelada de petréleo de tipo A que refina, obtiene 0, 10 toneladas de gasolina
y 0,35 toneladas fuel-oil. Por cada tonelada de petréleo tipo B que refina, obtiene
0,05 toneladas de gasolina y 0, 55 toneladas de fuel-oil. Para cubrir sus necesidades
necesita obtener al menos 10 toneladas de gasolina y al menos 50 toneladas de
fuel-oil. Por cuestiones de capacidad no pueden comprar mas de 100 toneladas de
cada tipo de petréleo ;Cuantas toneladas de petrdleo de cada tipo debe comprar
la refineria para cubrir sus necesidades a minimo coste? Determinar dicho coste
minimo.

Solucién: Comencemos metiendo los datos en una tabla:

Gasolina Fuel-oil Total
A 0,1 0,35 350
B 0,05 0,55 400
Total | 10 T'm (al menos) | 50 T'm (al menos)

El problema a resolver pasa a ser:

Minimizar: C(z,y) = 350z + 400y

0,1x 4+ 0,05y > 10
0,35z 4 0,55y > 50
z,y <100

x,y >0

S.a.

Construimos las regién factible a partir de las inecuaciones de arriba.

Los vértices de la region factible son:

V4 (50, 100)
z = 100
Vs : { ) — 100 — V2(100,100)
[ 0,352 40,55y = 50 ‘
Vi { o0 — V5(100; 27, 3)

Vi { 0,1z 4 0,05y = 10 Vi(56,4;87,3)

0,352 + 0,55y =50

Hagamos ahora la valoracion de los puntos en la funcién de costes
C(z,y) = 350z + 400y

C'(50,100) = 350 - 50 + 400 - 100 = 17500 + 40000 = 57500
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0,1z +0,05y=10

0,35z + 0,55y =50

(100, 100) = 350 - 100 + 400 - 100 = 35000 + 40000 = 75000
C'(100;27,3) = 350 - 100 4 400 - 27,3 = 35000 + 10920 = 45920
C'(54,6;87,3) = 350 - 54,6 + 400 - 87,3 = 19005 + 34920 = 53925

Para cubrir sus necesidades al minimo coste, la refineria debe comprar 100 toneladas
de petroleo tipo A y 27, 3 toneladas de petroleo tipo B. El coste minimo es de 45920
€.

6. (Castilla-La Mancha, junio de 2009) Una confiteria realiza una oferta a sus
clientes a través de dos tipos de lotes A y B. El lote A lleva 3 tabletas de turrén y
5 cajas de bombones. El lote B esta compuesto por 5 tabletas de turrén y 3 cajas
de bombones. Por cuestiones de estrategia comercial, el nimero de lotes tipo B
debe ser menor que el nimero de lotes de tipo A incrementado en 4. El nimero de
tabletas de tabletas de turrén disponibles en el almacén para esta oferta es 52 y el
de cajas de bombones, 60. La venta de un lote del tipo A reporta una ganancia de
6,5 € y uno del tipo B, 8,5 €.

a) Dibuja la regién factible.

b) Determinar el nimero de lotes de cada tipo que debe vender para que la ganan-
cia sea lo mayor posible.

c) Calcula esa ganancia maxima.

Solucién: En estos casos, una sencilla tabla de contingencia nos permite ver facil-
mente la funcion objetivo y las restricciones:

Turrén | Bombones Totales

Lote A (x) 3 5 B<A+4

Lote B (y) 5 3
Totales 52 60
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Asi pues, el problema a resolver es:

Maximizar: F'(z,y) = 6,5z + 8,5y

3r + 5y <52
or + 3y < 60
y<x+4
z,y >0

a) Para dibujar la regién factible, como en los ejercicios anteriores, representamos
la recta (al ser lineal, con los puntos de corte es suficiente) y elegimos la regién
correspondiente.

5z +3y = 60 3z 4+ Sy = 52

Veamos los vértices de la region (candidatos a maximizar o minimizar la funcién
objetivo):

Vi(0,4)

) y=x+4
Va: { sp+5y—52 V248

3x + oy = H2
{ 5043y =60 3(800.0)

V4(12,0)

Hagamos ahora la valoracién de los puntos en la funcién objetivo F(z,y) =
6,5z + 8, by:

F(0,4) = 34

F(4,8) = 94
F(9,5) = 101
F(12,0) = 78
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b) Para que las ganancias sean lo mayor posible, se deben vender 9 lotes tipo A y
5 lotes tipo B.

¢) La ganancia méxima es de 101 €.

7. (Castilla-La Mancha, septiembre de 2009) Una persona decide ingresar parte
de sus ahorros en dos entidades bancarias con las siguientes condiciones: (a) La
cantidad “z” depositada en la entidad A no puede superar los 1200 euros. (b) La
cantidad “y” depositada en la entidad B no puede superar los 800 euros. (c¢) La
suma del quintuplo de la cantidad depositada en A y del séxtuplo de la cantidad
depositada en B no puede exceder de 7800 euros. El interés anual ofrecido por la
entidad A es del 3,5% y el ofrecido por la entidad B es del 3,75 %.

a) Dibuja la region factible.
b) Determina las cantidades que debe depositar en cada una de las entidades para
que, en las condiciones expuestas, el beneficio sea lo mayor posible.

c) Calcula el beneficio maximo.

Solucién: Llamamos z a la cantidad en A e y a la cantidad en B.

El problema queda planteado de la siguiente forma:

Maximizar: B(x,y) = 0,035z + 0, 0375y

x <1200
y < 800
bx + 6y < 7800
x,y >0

Representamos las rectas y senalamos el conjunto de soluciones, que serd la Region
factible.

a) Regién factible:
V4(0,800)

[ 5a+ 6y = 7800
VQ{ Y g0 Val600,800)

z = 1200
Vs { 54 6y — 7800 V4(1200, 300)

V,(1200,0)

La valoracién de los puntos en la funcién objetivo B(z,y) = 0,035z + 0,0375y
es: :

B(0,800) = 0,0375 - 800 = 30

B(600,800) = 0,035 - 600 + 0,0375 - 800 = 51

B(1200, 300) = 0,035 - 1200 + 0, 0375 - 300 = 53,25

B(1200,0) = 0,035 - 1200 = 42
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AN

bz + 6y = 7800 x = 1200

b) Para obtener el maximo beneficio, debe invertir 1200 euros en la entidad A y 300
euros en la entidad B.

¢) El beneficio obtenido es de 53,25 €.

8. (Murcia, junio 2003) Se dispone de 60 cuadernos, 50 carpetas y 40 rotuladores
que se agrupan en dos tipos de lotes, los del tipo I, con 2 cuadernos, 1 carpeta y 2
rotuladores, que se venden a 4 euros y los del tipo 11, con 3 cuadernos, 1 carpeta y
1 rotulador, que se venden a 5 euros. Si se venden todos los lotes que se hagan:

a) ;Cuéntos se deben hacer de cada tipo para ganar lo maximo posible?

b) (Sobrarén rotuladores, carpetas o cuadernos después de vender todos los lotes?
Solucién: Lo primero es, identificar las incognitas:

xr — numero de lotes de tipo [
y — numero de lotes de tipo 11

Para la funciéon objetivo, que sera de beneficio, observamos que cada lote de tipo
I lo vendemos a 4 euros, y que los lotes tipo 11, los vendemos a 3 euros. Luego la
funcién objetivo, B(z,y) es:

B(x,y) = 4z + 3y

Y como siempre, en estos casos, hacemos una tabla que nos proporcione la informa-
cién necesaria:

Cuadernos | Carpetas | Rotuladores

Lotes tipo [ 2 1 2

Lotes tipo IT 3 1 1
Total 60 50 40
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Para la region factible, las

restricciones que tenemos que tener en cuenta son:

2z + 3y <60
x+y <50
2z +y <40
z,y >0

Representamos en primer lugar

X

a)

X
b) z+y<50= 0
50

x
2r4+y<40= 0
20

)

20 +3y <60 = 0
30

¥
20  Los puntos a representar son: (0,20) y (30,0).
0
Yy
50  Los puntos a representar son: (0,50) y (50,0).
0
v
40  Los puntos a representar son: (0,40) y (20,0).
0

Tomaremos las unidades de 10 en 10 para que el grafico no se salga de los margenes.
Los vértices de esta regién, que ademads es acotada, son: (20,0), (0,20), (0,0) y

(15,10).

Queda pues, sustituir los puntos anteriores en la funcién objetivo:

(
. (20,0) => B(20,0) =4
- (

(15,10) = B(0,0) = 4 -

5 IO

0,0) = B(0,0) =4-0+3-0=0

20+3-0=280

0,20) =5 B(0,0) =4-0+3-20 = 60

15+3-10 =[90]
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El maximo se alcanza cuando vendemos 15 lotes del tipo I y 10 lotes del tipo I1.

Sélo queda anadir al ejercicio que, como podemos observar, hay una recta, xr-+y = 50,
que no ofrece nada a la hora de tomar los punto. Ello es debido a que, se quedaran
articulos sin vender. Veamos qué articulos:
( 30 cuadernos
15 lotes tipo I — 15 carpetas
30 rotuladores
30 cuadernos
10 lotes tipo I — 10 carpetas
10 rotuladores

\

En total son 60 cuadernos, 25 carpetas y 40 rotuladores. Vemos que quedan 25
carpetas por vender.

Cuando nos suceda algo del estilo, diremos que hay excedentes de uno o varios
articulos. Todo dependera de las restricciones. Esta claro que si hubiéramos meti-
do més carpetas en los lotes (encareciendo el producto) no habria excedente. La
restriccion x + y < 50 es innecesaria.

9. (Murcia, junio 2004) Un autobus Madrid-Paris ofrece plazas para fumadores al
precio de 100 euros y para no fumadores al precio de 60 euros. Al no fumador se le
deja llevar 50 kg de peso y al fumador 20 kg. Si el autobus tiene 90 plazas y admite
un equipaje de hasta 3000 kg, ;cudl debe ser la oferta de plazas de la compania para
optimizar el beneficio?

Solucién: Las incognitas son:

x — numero de plazas de fumadores [
y — numero de plazas de no fumadores

La funcién objetivo, serd de beneficio, B(z,y) seré:

B(z,y) = 100z + 60y

Las restricciones saldran directamente del enunciado. Entre fumadores y no fu-
madores, pueden llevar hasta 3000 kg y ademas, el autobts puede llevar a 90 per-
donas:

50x + 20y < 3000
z+y <90
z,y >0

Representamos en primer lugar
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10.

B
a) 50z + 20y = 3000 = 5x + 2y = 300 = 40 | 50 Los puntos a representar
60 | 0
son: (0,150) y (60,0).
B
b) x+y=90= 0 |90 Los puntos a representar son: (0,90) y (90,0).
90| 0

Hemos elegido el punto (40,50) y no el (0,150) sélo por comodidad. Como vemos,
el punto de interseccién, es decir, la solucion del sistema:

oz + 2y = 300
x+y =90

es el punto (40, 50). Los vértices de la regién factible, que vuelve a ser acotada, son:
(0,90), (60,0, (0,0) y (40,50).

Sustituyendo en la funciéon objetivo:

. (0,90) = B(0,90) = 100 - 0 + 60 - 90 = 5400

. (60,0) = B(60,0) = 100 - 60 - 0 = 6000

. (0,0) = B(0,0) =100-0+60-0 =0

. (40,50) = B(40,50) = 100 - 40 + 60 - 50 = [ 7000

Para maximizar beneficios, el autobis debe ofrecer, 40 plazas de fumadores por 50
de no fumadores.

(Murcia, septiembre 2005) Una fabrica de tableros de madera pintados produce
dos tipos de tableros: tableros normales (una mano de imprimacién mas otra mano
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de pintura) y tableros extras (una mano de imprimacién y tres manos de pintura).
Disponen de imprimacién para 10000 m? , pintura para 20000 m? y tableros sin
pintar en cantidad ilimitada. Sus ganancias netas son: 3 euros por el m? de tablero
normal y 5 euros por el m? de tablero extra.

a) {Qué cantidad de tablero de cada tipo les conviene fabricar para que las ganan-
cias sean maximas?

b) Y siganara 1 euro por el m? de tablero normal y 4 euros por el m? de tablero
extra?

Solucion: Las incognitas son:

r — metros cuadrados tableros normales
y — metros cuadrados tableros extra

La funcién objetivo, serd de beneficio, B(x,y) seré:

B(z,y) = 3x + 5y

Las restricciones se deducen de la siguiente: tabla:

Imprimacion | Pintura
m? tableros normales 1 1
m? tableros extra 1 3
Total 1000 2000
l
x4y < 1000
x + 3y < 2000
z,y >0

Representamos las rectas 11 = x 4+ y = 1000 y o = x + 3y = 2000

x y
a) r+y=1000= 0 | 1000 Los puntos a representar son: (0,1000) y
1000 | 0
(1000, 0).
x y
500 500
b) = + 3y = 2000 = 800 400 Los puntos a representar son:
0 666, 666 . . .
2000 0

(500,500) y (800,400) o los puntos (0,666,6) y (2000,0), si bien estos pun-
tos dificultan algo mas la representacion.
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3.6.

1.

Los vértices de la region factible, que vuelve a ser acotada, son: (0,0), (1000, 0),
(0,666,6) y (500,500). Sustituyendo en la funcién objetivo:

0,0) = B(0,0) =3-0+5-90=0

1000, 0) = B(1000,0) = 3 - 1000 + 5 - 0 = 3000
0,666,6) = B(0,666,6) = 3-0+5-666,6 = 3333
500, 500) = B(500,500) = 3 - 500 + 5 - 500 =

- - - -
~~ /Y~ —~

Para maximizar beneficios, la oferta ha de ser de 500 tableros de cada tipo.

Problemas propuestos

(Castilla-La Mancha, septiembre de 2009) Un camién para el transporte de
electrodomésticos cobra 25 euros por cada frigorifico de 0,6 m? de base y 22 euros
por cada lavavajillas de 05 m? de base. El camién dispone de 9 m? como méximo
para este tipo de carga. Por necesidades de demanda el ntimero de lavavajillas no
puede superar al 60 % del niimero de frigorificos. Se deben transportar como minimo
5 frigorificos.

a) Dibuja la regién factible.

b) Determina el nimero de electrodomésticos de cada clase para que el beneficio
obtenido con el transporte sea lo mas grande posible.

c) Calcula el beneficio maximo.

Solucién: El beneficio méaximo se consigue vendiendo 10 frigorificos y 6 lavavajillas.

(Castilla-La Mancha, septiembre de 2008) Una fabrica de articulos de cerdamica
lanza al mercado platos y jarrones para adorno al precio de 20 euros cada plato y
15 euros cada jarron. Cada plato necesita 25 minutos de modelado y 25 minutos de
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pintura y cada jarrén necesita 30 minutos de modelado y 10 minutos de pintura.
El nimero de operarios existentes en la fabrica permite dedicar un méximo de 25
horas para trabajos de modelado y 16 horas y 40 minutos para trabajos de pintura.

a) Dibuja la regién factible.

b) ;Cudntas piezas de cada clase conviene fabricar para que el beneficio obtenido
con su venta sea lo mayor posible?

c) Calcula el beneficio maximo posible.

Solucion:

Max: 20x + 15y

S.a.

z,y >0

252 + 30y < 1500
25bx + 10y < 1000

Hacemos uso de la tabla:

Modelado Pintura
Plato 25 h 25 h
Jarrén 30 h 10 h
25 h (1500") | 16 A 40" (1000")

a) La regién factible es la que hemos sombreado:

N

(40,0)

b) Conviene fabricar 30 platos y 25 jarrones para obtener el méximo beneficio.

¢) El beneficio maximo posible es de 975 €.

3. (Comunidad Valenciana, septiembre de 2008) Cierto armador se dedica a la
pesca de rape y merluza. Las cuotas pesqueras imponen que sus capturas totales no
excedan las 30 toneladas (T'm). Por otro lado, la cantidad de rape como méaximo
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puede triplicar a la de merluza y, ademas esta tultima no puede superar las 18 T'm.
Si el precio del rape es de 15 €/kg, ;qué cantidades de cada especie debe pescar
para maximizar sus ingresos?

Solucién: Debe pescar 12 T'm de merluza y 18 T'm de rape.

4. (Andalucia, septiembre de 2008) Un pastelero dispone de 150 kg de harina,
22 kg de azucar y 26 kg de mantequilla para hacer dos tipos de tartas, A y B.
Para hacer una hornada de tartas del tipo A se necesitan 3 kg de harina, 1 kg de
mantequilla, mientras que para hacer una hornada de tartas del tipo B se necesitan
6 kg de harina, 0,5 kg de azicar y 1 kg de mantequilla. Sabiendo que el beneficio
que se obtiene al vender una hornada del tipo A es de 20 € y de 30 € al vender una
hornada del tipo B, determine cuantas hornadas de cada tipo debe hacer y vender
para maximizar sus beneficios.

Solucion: El maximo beneficio se obtiene vendiendo 2 hornadas de las del tipo A
y 24 de las del tipo B.

5. (Murcia, septiembre de 2009) Un fabricante de coches lanza una oferta especial de
sus modelos, ofreciendo al modelo A a un precio de 15000 euros y el modelo B a
un precio de 20000 euros. La oferta limitada por las existencias que son 20 coches
del modelo A y 10 del modelo B, queriendo vender al menos tantas unidades del
modelo A como del modelo B.

Por otra parte, para cubrir gastos de esta campana, los ingresos obtenidos en ella
deben ser, al menos de 60000 euros.

a) Plantear el problema y representar graficamente su conjunto de soluciones.

b) ;Cudntos coches deberd vender de cada modelo para maximizar sus ingresos?
;,Cual es su importe?

Solucion:

a) La regién factible de posibles soluciones es la sombreada en la figura:

b) Deberd vender 20 coches del modelo A y 10 del modelo B. El beneficio es de
500000 euros.

6. (Murcia, septiembre de 2008) Un frutero quiere liquidar 500 kg de naranjas,
400 kg de manzanas y 230 de peras. Para ello prepara dos bolsas de fruta oferta: la
bolsa A consta de 1 kg de naranjas y 2 de manzanas y la bolsa B consta de 2 kg
de naranjas, 1 kg de manzanas y 1 kg de peras. Por cada bolsa del tipo A obtiene
un beneficio de 2,5 euros y 3 euros por cada una del tipo B. Suponiendo que vende
todas las bolsas, ;cuantas bolsas de cada tipo debe preparar para maximizar sus
ganancias? ;Cuadl es el beneficio maximo?

Solucion: Debe preparar 100 bolsas del tipo A y 200 del tipo B. Siendo el beneficio
de 850 €.
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Capitulo 4

Limites y continuidad

4.1. Introduccion.

Si buscamos en el diccionario la palabra “continuidad” , encontraremos que se en-
tiende por continuidad la cualidad que cumple todo aquello que se extiende si interrupcion.
Esta idea esta intimamente relacionada con el concepto matematico de funcién continua.

La idea méas primitiva de funcién continua es la que nos lleva a dibujar su gréfica sin
levantar el lapiz del papel. Son numerosos los casos de continuidad que se nos presentan
en la realidad. Por ejemplo, pensemos en la linea continua que nos invita a avanzar
en carretera cuando vamos por la autovia... ;Qué nos representa, por ejemplo, la linea
discontinua?

4.2. Concepto de limite. Caracterizacion.

Intuitivamente la idea que tenemos de limite de una funcién en un punto es el niimero
hacia el que tienden o se aproximan los valores que toma la funcién cuando la variable
independiente se acerca o aproxima a ese punto.

Esta idea queda formalmente definida mediante la siguiente definicion:

Definicién 11. Decimos que una funcion f(x) tiene por limite L cuando x tiene a xq si
para todo entorno (L —e, L+ ¢€) existe otro entorno (xg—d,z9+0) de modo que para todo
x € (g — 0,9 + 0) se verifica que f(x) € (L — e, L + ¢). Abreviadamente podemos decir
que:

lim f(z)=L<Ve>030>0 | Vo€ (xg—0,20+06) = f(z) e (L—e,L+¢)

r—To

o lo que es lo mismo:

lim f(z)=L&Ve>030>0 | Vo O<|z—z| <d=|f(z)—L|<e
xr—x0
Para que una funcion tenga limite en un punto de abscisa zy, no es necesario que
la funcién este definida en ese punto. Cuando existe lim f(x) = L, decimos que f es

T—x0

convergente en el punto de abscisa x.
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T Ty Tote

Ejemplo 24. Estudia la convergencia de la siguiente funcion en los puntos que se indican
y calcula los valores que toma la funcion en ellos.

y=f(z)

Observando la grafica obtenemos lo siguiente:

o lim f(z)=0; f(-1)=0

r——1

olim f(z) =-3; f(2)=1

,r—)2

o Alim f(z);  f(4) =0

r—4
olim f() =0;  Af(6) =0

Por tanto, la funcién es convergente en los puntos de abscisa -1, 2 y 6, vy no es
convergente para el punto de abscisa 4.
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4.2.1. Limites laterales.

Existen funciones, como la del ejemplo anterior, en las cuales no es posible calcular
directamente el limite en algiin punto. Esto es debido a que estdn definidas de distinta
forma a la izquierda y a la derecha del punto. Es por ello que para estudiar estos casos
recurrimos a los limites laterales. Veamos su definicién de forma abreviada. Asi decimos
que existe:

e ¢l limite lateral por la derecha si:

l1’m+f(x):L<:>V5>OEI5>O | Vsi0<z—a290<d=|f(x)—L|<e

$*>$0

e ¢l limite lateral por la izquierda si:

Im f(x)=L&Ve>030>0 | Vsi0<zg—zx<d=|f(x)—L|<e

T—T(

Asi, el limite de una funcion existira si existen sus limites laterales y ademaés coinciden
y podemos concluir diciendo que:

Jlim f(z)=L<& h’m+f(:£):L: lim f(x)

T—x0 T—x] T—T

El uso de los limites laterales se hace imprescindible en las funciones definidas a
trozos o por ramas. Veamos un ejemplo.

20 st x <1
Ejemplo 25. Estudiar la continuidad de la funcion f(z) = { ) , -
T st o >1
Dado que las funciones 2z y z? son polinomios, son funciones continuas y sélo ten-

dremos que ver que ocurre en el punto x = 1 que es donde se separan las ramas:

lim f(z) = lim 2z =2

r—1— r—1—

y como 2 # 1 ﬁﬁh’rqf(x)

. o 2 _

4.3. Limites infinitos y limites en el infinito.

4.3.1. Limites infinitos.

Definicién 12. Decimos que lim f(z) = 400 si cuando la funcion toma valores prézimos
r—a

ax = a a ambos lados, la funcion toma valores muy grandes que no se pueden controlar.
De la misma forma decimos que lim f(x) = —oo si los valores que toma son muy negativos.
r—a

Tanto en el caso de que exista el limite infinito, como cuando exista alguno de los
limites laterales de una funcién en un punto x = a y tome los valores 00, sabemos por
cursos anteriores que x = a serd una asintota vertical de la funciéon. Todos los casos que
pueden darse, se presentan en las siguientes gréficas:
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4.3.2. Limites en el infinito.

Definicién 13. Decimos que lim f(z) =b (6 lim f(x) =0b) si cuando la funcion toma
r—+00 r——00
valores muy grandes y positivos (6 muy negativos), el valor de la funcidn se aproxima a

un numero b.

En este caso sabemos de cursos anteriores que la funcién y = f(x) presente una
asintota horizontal en y = b.

Ademas puede darse el caso que los limites en el infinito sean infinitos, es decir, tien-
dan a +00 6 —o0. En este caso tenemos una rama parabdlica.

Un ejemplo de esto puede verse en las siguientes graficas de funciones:

lim f(z)=b lim f(x)=+o00

T—+400

N T~

Ejemplo 26. Vamos a calcular los limites infinitos y los limites en el infinito de la
siguiente funcion dada por la grdfica:

Estudiando que pasa en z = —4 y x = 0 y en el infinito tenemos:

lim f(z)=0 lim f(z) = 400

T——4- r——4+
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lim f(x) =400 lim f(x)=-2
r—0~ r——+00
lim f(z) = -0 lim f(z) = —o0
z—0t T——00
Y podemos concluir que la funcién tiene por asintotas verticales las rectas © = —4 y
x = 0 y por asintota horizontal la recta y = —2.

4.4. Calculo de limites

Para el célculo de limites es muy importante tener en cuenta que el limite de una
suma o resta de funciones es la suma o resta de los limites. Y no sélo eso con el producto
y el cociente ocurre los mismo. En la mayoria de los casos estos limites se calculan sin més
pero existen casos que no pueden resolverse a la ligera, que dan duda, y que conocemos
como indeterminaciones.

Veamos en primer apartado un cuadro que resume que hacer cuando hay limites
finitos e infinitos y después veremos en un segundo apartado como resolver casa uno de
los casos de indeterminaciones.

4.4.1. Limites sin indeterminacién.

Para el calculo de limites si indeterminacién tendremos en cuenta lo siguiente:

1. Suma
a—+ 00 =+00 +00 + 00 = 400
a— 00 = —00 —00 — 00 = —00
2. Producto
(+00) + (+00) = +00 Sia>0:{z:gj§§it§
(+00) + (—00) = —c0 (+00)
) a-(+00) = —00
(_OO) (—OO):+OO Sla<0:>{a-(—oo):+oo
3. Cociente
a ( 4+ 00
— =0 = +00
+00 Sia>0= _aoo
= —00
\ a
([ + 00
= —0
Sia< 0= a
a — 0
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4.4.2. Indeterminaciones

Una indeterminacién surge cuando el conocimiento de los limites de las funciones que
intervienen no es suficiente para saber cual es el limite de la suma, producto o cociente
de las mismas funciones. Los casos mas tipicos que resolveremos son los siguientes:

Caso 1: Indeterminacién del tipo

Estas indeterminaciones aparecen al calcular el limite de cociente de polinomios. Y
aplicaremos las siguiente regla:

e Si el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, el limite es
400 dependiendo del signo del coeficiente principal del polinomio del numerador.

Ejemplo 27.
33 —1

Im —— =

e Si el grado del numerador es igual que el grado del denominador, el limite es el
cociente de los coeficientes principales de los polinomios.

Ejemplo 28.

o =32*—-5r—-1 -3
lim = =—=
a—+oo 613 — b2 + 3 6 2

e Si el grado del numerador es menor que el grado del denominador, el limite es
cero.

Ejemplo 29.
i 10z — 3
lim

TP
z—+oo —bx? + 2

Caso 2: Indeterminacién del tipo oo — oo

Aparecen al calcular limites de diferencia de funciones racionales o irracionales. En
el caso de funciones racionales se resuelven operando convenientemente. En el caso
de radicales es conveniente utilizar la férmula de Bernoulli que en el caso elemental,
es la identidad notable (a + b)(a — b) = a* — b*. De esta manera tenemos una resta
que multiplicaremos por la suma y el problema de la identerminacién sera el caso
anterior. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 30. Dado que el lim vVa? 45 — (x + 2) = oo — oo multiplicando y divi-

T—+00
diendo por la suma tendremos:

IEIJPOO(\/m (@t 2) = (Va2 +5— (xx—?l—i); ;L(\(/xx+—12—>5 + (z+2)) _

y (Va2 +5)% — (z +2)? ’ 2?2 +5— (22 + 2z +4) — 4z +1
11m =

= lim = lim
e—too /12 4+ 5+ (x+2) g—too /12 4+ 5+ (4 2) e=too /22 + 5 + (2 + 2)
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— 4z
+

1

= lim L 24
g—too 245 g 2 2

_I__

x

T2 T

Caso 3: Indeterminaciones del tipo

oo

Esta indeterminacién aparece al calcular el limite en un punto de cocientes de poli-
P(x)

nomios ——. Veamos un esquema para calcular los limites en un punto x = a.

Q(x)

) ) ., P(z) Pla)
Si Q(a) # 0, entonces se tiene que lim ——= =

==a Q) Q(a)

(Q)(a) = 0, entonces puede ocurrir dos casos:

1. Si P(a) # 0, tenemos que estudiar los limites laterales para ver si existe el
limite en el punto, ya que puede no existir o valer +o0o0 6 —o0.

2. Si P(a) = 0, resulta que z = a es raiz de P(x) y de Q(x) y su factorizacion
tendra un factor del tipo (z — a), con lo cual, si P(x) = (v —a) - Pi(x) y
Q(z) = (z —a) - Q1(z), se tiene que:

 P) (z—a)h(x)  Pi(z)
lim = lim = lim

0w =00l i)

Py (x
Y procedemos desde el principio con la funcién % hasta que se dé uno de
1

los casos anteriores.

2 +1
. 7’ _ 3 _ _
Ejemplo 31. i:n%xg_x+1, como Q(1) = (1)’ -(1)+1=1-14+41=1#0
entonces
A (1)*+1 1+1 2
lim = = =-=
e+l (1P—()+1 1-1+1 1
. -1
Ejemplo 32. h’r% , como Q(2) = 2 —2 = 0 entonces calculamos los limites
rx—2 T —
laterales:
y 3 —1 y -1
S i s B

Y como los limites laterales no coinciden se tiene que el limite no existe.

2

Emmmo3&hqx = como Q1) =1-1=0yP(1) = (1) ~1=1-1=0,

factorizando Q(x) = (x — 1)(x + 1) tendremos:

-1  (z-=1(z+1)
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2 —4
Ejemplo 34. h’rr%m, como Q(2) =22 +2—-6=4+2-6=0y P(2) =
rx—2 T —
22—4=4—-4=0, factorizando P(x) = 2> —4 = (x—2)(z+2) y Q(z) = 2*+x—6 =

(x — 2)(z + 3) tendremos:

lim ———— = 1lim = lim =
=222 4+2x—6 a-2(x—2)(x+3) 2—22+3 2+3

2 —4 (x=2)(z+2) | z+2 242 4
5

Caso 4: Indeterminaciones del tipo 0 - (£o0)

Este tipo de indeterminaciones se resuelven transformando dicha inderminacién a
una de los dos casos anteriores. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 35. Como lim (22 —3) =0-(—00) si operamos tendremos:

3
w——00 /g4 — 2
6x —9 6x
lIim —— (2 —-3)= lim ———=~ lim —=0

z——00 /x4 — 9 z——00 /x4 — 9 z——o00 12

Caso 5: Interminaciones del tipo 1°°.

Estas indeterminaciones se resuelven con el siguiente resultado que no vamos a
demostrar.

Propiedad. Dados dos funciones f(z) y g(x) con lim f(x) =1, lim g(x) = +oo

T—T0 T—x0

entonces:

lim g(z)(f(z) — 1)

lim (f(2))°) = =0

2x

2?2+ 3

Ejemplo 36. Como el h/Ill ( "1 = 1% entonces aplicando la propiedad se
Tr— 400 xTr< —

tiene:

2 2z 2
+ 3 + 3
lim |2 fm 22| =2 o 2z(a?+3-—2%+1)
z—+too \ 22 — 1 z—+00 x?—1 lim
=€

— eac—>+oo LE2 — 1 —
i 8z
lim

€I*>+OOI‘2+].:€O:1

(&

4.5. Continuidad

Definicién 14. Decimos que una funcion f(x) es continua en x = a si existe el limite de
la funcién en dicho punto y vale f(a), es decir, que lim f(z)= f(a).
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El ejemplo de funciones continuas por excelencia son las funciones polinomicas. El
estudio de la continuidad, salvo en las funciones por ramas, esta intimamente ligado al
dominio de una funcién. Y una cosa muy importante es que no sélo tiene que existir el
limite sino que éste tiene que valer el valor de la funciéon en el punto. Por ejemplo, la
funcion f(z) = ﬁ tiene limite en x = 1 y es 400 pero no es continua ya que Af(1)

porque 1 & D(f).

Definicién 15. Una funcion f se dice que es continua en un intervalo (finito o infinito)
de R si es continua en cada punto el intervalo

En ocasiones es importante saber si al menos una funcién es continua por alguno de
los lados y para ello tenemos las siguientes definiciones.

Definicién 16. Una funcion [ se dice que es continua por la izquierda en un punto de
abscisa xg, si existe el limite por la izquierda en dicho punto y coincide con el valor de la
funcion en dicho punto, o sea f es continua por la izquierda en xo < Hm f(x) = f(x0).

CE—>$O

De forma andloga f es continua por la derecha en xy < h'm+ fz) = f(xo)

T—T(q

De esta forma concluimos con la siguiente definicion.

Definicién 17. Una funcion f es continua en xq si lo es por la izquierda y por la derecha
y ademds coinciden, o sea:
fes continua en o < lim f(x) = f(zo) = lim f(x)
T—T) T—T)
El estudio de la continuidad lateral es muy importante para las funciones definidas
a trozos. Veamos algunos ejercicios de este tipo que han aparecido en selectividad.

3x+10 st 3< < -2
x? si —2<x<l1
r+3

2

Ejemplo 37. Estudia la continuidad e la funcion f(x) =

51 1<x<3
en el intervalo [—3,3] (Comunidad Valenciana 2006).

Dado que las ramas de la funcién son continuas, tan sélo hay que estudiar la con-

tinuidad en x = —2 y = 1. Estudiando los limites laterales tenderemos:

lim f(z)= lim 3z+10=-6+10=4
r——2" T——2"

lm | flz) = lim 2t = (-2 =4 = f es continua en r = —2.
r——2 r——2
f(-2)= (-2 =1

lim f(r) = lim 2* = (1) =1
r—1- rz—1—

r+3 143 4 = f no es continua en z = 1.

lim f(z)= lim =——==-=2
z—1+ z—1+ 2 2 2

En conclusién la funcién es continua en [—3,1) U (1, 3].
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Ejemplo 38. Halla los valores de los pardmetros a y b para que la funcion:

—2r+a st z <0
flz) = r—1 si 0<z<2
br—5 st T > 2

sea continua en todo R.

Para calcular a y b tan sélo tendremos que calcular los limites laterales en x =0 y
x = 2 e igualar dichos limites para que la funcién sea continua.

h,m f(l') = h’m x2 = —qa

z—0~ r—0— _ _ _

lim f(z)= lim x — 1= —1 = —a l=a=1.

z—0F r—17t

r—2~ T—2— B B _ 6
Hm+f($)=h'm+bx—5:2b_5 =1=20—-5=20=6=1» 5 3.
z—2 r—2

Con lo cual f es continua en Rsia=1y b= 3.

4.5.1. Tipos de discontinuidades

Cuando una funcién no es continua, decimos entonces que es discontinua y esto puede
pasar en tres casos, o tipos de discontinuidades:

1. Discontinuidad evitable: Se presenta cuando existe el limite de la funcién en el
punto pero no coincide con el valor de la funcién en dicho punto.

e {fla) fm f(z)=f(a)

\
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2. Discontinuidad de salto finito: Cuando los limites laterales no coinciden y su
diferencia es un ntimero finito.

Salto finito

ltm f(z)=lim f(a)
Tr—a” Tr—at

3. Discontinuidad de salto infinito: Cuando los limites laterales no coinciden y su
diferencia es 4o0.

h’m_f(x):+oo¢i1’_:r)r;+f(x)

r—a

Salto infinito

4.6. Ejercicios

1. Calcula los siguientes limites:

)i —3zt + 222 -5 b)  lfm —4x +1
O SR 4t 7 =400 /22 + 5+ 1 + 2
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)i x° " 3 —br? +5r —1
c im —— o) lim
z—+ooy/p4 — 3 1 22— 2r +1
426 — 322 — 4 , ot =5 +4
d) lim - z x p) hmﬁ
T—+00 \/x18 — 426 — 324+ 1 o] (x _ )
{ —Va? - 134343
{ 2/ pqh 3_ 9,2
f) M (327 = V—dat 4 728 — 327) -
1 2 r) lim
) dim (a2 STl 2 7 — 4
Ve (z +3)? 33—z
2 s) lim
Bl (P2 w0z —9
pofoot —? 44 0 0~ Vor
) xklfoo r+l— Ve ) o 15 — 3z
. 11 _CL’Q—FS 2z u) h'rnl_\/E
j) x—l}zloo 202 — 3 z—1 1 — 1
L . ,
[ ppt _py3 T e v) h’m(z . w+2  x’ 42+ 1)
k) lm |————— a—0\ 2?4 2x 4z
T—400 _7374 -+ 5 — 3 ) .
Q.2 _ 322 —4 w) Hm( . )
)t | ~I\@ =17 afe=1)
RS - (x2+3 1)
— z im i
m) lim= 11 Ml =5~ 2
x—1 1 — ,
n) i T —3 =2\ x?—4 T —2
202 — 8xr + 8 . (3x—5x 2*—4xr—1
n) U 3;2 i z) lim( —; —
e—2 1% — dx + 6 2—3\ 12 — 3 r—3

2. Estudia la continuidad de la siguiente funcién:

3 , _ 3
. st T 5
) 3
2c+1 st —§§x<0

2?2 +1 si x>0

fz) =

(Solucién: f es continua en todo R.)

3. Estudia si f(x) es continua en z = 2

T+ 2
1 st ox <2
l‘_
f(z) =
(@) 32 — 2
st x> 2
T+ 2

(Solucién: f es continua en x = 2.)
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4. Halla k para que la siguiente funcién sea continua

r+k st r <D

r) =< a2
/(@) E—2x+8 st x>5

(Solucién: k = —2.)

5. Estudia la continuidad de la funcién:

( ‘ 1
— <__
. st 5
T) = 1
f() —22+3z si —§§x§
(| —2+3] st x>3

(Solucién: f es continua en R\{—% )

x?—25
6. Dada la funcién f(z) = o5 U7 #5
0 st x=2>5

a) Demuestra que f(x) es continua en x = 5.

b) (Existe una funcién continua que coincida con f(x) para todos los valores
x # 57. En caso afirmativo da su expresion.



Capitulo 5

Derivadas

5.1. Introduccion

Entramos en una de las partes mas importantes de las Matematicas. El concepto de
derivada, a la vez que el de “paso al limite”, que hemos estudiado en el tema anterior,
supusieron para las ciencias puras, y luego para todas las ciencias, un paso definitivo hacia
la busqueda de nuevos terrenos. Terrenos que han permitido al hombre alcanzar metas
jamés sonadas en el siglo XV II. Debemos dar gracias pues a Newton y Leibniz, que
descubrieron por separado y en la misma época, esta herramienta tan importante como
es la derivada de una funcion.

5.2. Derivada de una funciéon en un punto

No vamos a introducir de forma directa el concepto de derivada, lo haremos poco a
poco, apoyandonos en la recta tangente a una curva.

Definicién 18. Diremos que una funcion y = f(x) es derivable, en un punto de abscisa
T =a, si su grdfica es “suave” en el punto (a, f(a)).

. Qué significa que la curva sea suave en un punto?

Una curva serd suave en un punto, cuando se pueda trazar la recta tangente a la misma
en dicho punto. Un ejemplo es el de la imagen de abajo.

La funcién debe ser continua en el punto. Habra casos en los que, siendo continua la curva
en el punto, no podamos trazar la recta tangente a la misma.

86
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Un ejemplo en el que la funcién no es suave en un punto es el que nos
proporciona la figura del margen. Si nos fijamos, la funcién presenta un pico.
Sera imposible que nosotros podamos trazar la tangente en dicho punto.

Aclaremos un poco el concepto de tangente en un punto.

Definicién 19. Sea y = f(x) una funcion, que supondremos suave en todos sus puntos.
Diremos que t, es la tangente a la curva y = f(x) en x = a, cuando corte en un sdlo
punto a la misma, cerca de dicho punto.

Al hilo de esto, daremos la definicién de derivada en un punto.

Definicién 20. Diremos que una funcion y = f(x) es derivable en el punto de abscisa
xr = a cuando podamos trazar la recta tangente en (a, f(a)).

Dicha recta tangente tendra la forma:

ta=y = f(a) + f'(a)(z —a)
stendo
) — D) = @)

r—a Tr—a

Para encontrar el significado al limite anterior, partamos de la ecuacién explicita
de una recta cualquiera en el plano. La ecuacién explicita de la recta tiene la forma
y = mx + n, en la que, m es la pendiente de la recta, y n es la ordenada en el origen.
Recordemos ademas que, la pendiente de una recta, tiene que ver con el angulo que forma
la recta con el eje OX, en su sentido positivo.

En la figura de arriba « es el angulo que forma la recta tangente con el eje OX. La
pendiente de la recta es la tangente de este angulo, m = tga. Es decir,

m = f'(a) = tga

Desarrollando en la expresiéon y = f(a) + f'(a)(z — a), tenemos que

y=Jf(a)z+ fla) - [(a)a
S~~~ —_—

m n
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f(x)

f(a)

Puesto que la derivada [es un concepto visto en el curso anterior, no entraremos en
cémo la pendiente de la recta tangente se obtiene con el limite anterior. S conviene resaltar
la relevancia de este hecho puesto que las aplicaciones de la derivada vienen todas por
este camino.

Podemos ya, dar la definicién rigurosa de funcién derivable en un punto.

Definicién 21. Diremos que y = f(x) es derivable en x = a cuando ezista

o F@) — fla)

Tr—a Tr—a

Recordemos que, para que exista un limite los limites laterales deben coincidir. Por
ello, para que y = f(z) sea derivable en x = a serd

L S@ =) )~ f()

T—a~ Tr—a z—at Tr—a

Pasemos a estudiar unos ejemplos concretos de funciones derivables.

En la mayoria de los casos, en vez de usar la notacién f’(z), manejaremos y'.

Ejemplo 39. Sea y = f(z) = k, siendo k£ € R. Demostremos que f’(a) = 0 para cualquier
valor de a.

Si llamamos f(z) = k, entonces

f'(a) = limM — h'mu = lim 0
T—a Tr—a r—=al — Q T—al — Q

=0

Asi que, para cualquier funciéon constante su derivada serd nula. La interpretacién ge-
ométrica es clara; el angulo que forma la tangente en cualquier punto con el eje OX es 0
y tg0 = 0.

Ejemplo 40. Sea y = f(x) = kz, siendo k£ € R. Demostremos que f’(a) = k para
cualquier valor de a.
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Si llamamos f(x) = kz, entonces
kr —ka ., k(v —a)

) = LSO g bk g Meoa)

t—a T —a z—a T —a t—a T —a

Ejemplo 41. Si y = 22, entonces y = 2x.
Llamemos f(x) = x?, entonces

— 2 _ 42 —
f'(a) = h’mM = lim~—" = lim (zt+a)w=a) _ lim (z + a) = 2a
T—a Tr — Qa r—a U — QA T—a Tr — Q Tr—a

Puesto que esto vale para cualquier a € R, podemos asegurar que y' = 2x.

Ejemplo 42. Siy = 23, entonces 3y = 322
Llamemos como siempre f(x) = x3, entonces

_ 3 3 2 N
£(a) = h,mf(as) f(a) _ h’mx a’ m (x* + ax + a*)(x — a)
T—a T — Q r—a I — Q Tr—a Tr — Qa

= lim(z* + az + a®) = a* + a-a + a® = 3d*

r—a

Y puesto que esto vale para cualquier a € R, podemos asegurar que y’ = 3x2.

El siguiente ejemplo nos muestra una funcién, y = |z|, que no es derivable en z = 0.
Ejemplo 43. La funcién y = |z| no es derivable en x = 0.
Recordemos que

—z st x<0
y:

r st x>0

En este caso, debemos estudiar la derivada por la izquierda y por la derecha, puesto que
la funcién cambia en x = 0. Si f(z) = |x| entonces:

Hmwzli _x—_|()’:11’m__$:_1 o
z—0- x—0 Oxﬂo x—OO z—0 ﬂh’mf(x) f(0)
i L =IO g 22100 m g 0 =0
z—0t 1 —0 z—0 x —0 =0T
La funcién y = |z| presenta un pico en x = 0, y por eso, los limites laterales no

coinciden.

Ejercicio 17. Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva de la funcion y = x® en

T =2.
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Solucién: Hemos dicho que, la recta tangente t, tiene por ecuacién t, = y = f(a) +
f'(a)(x — a). En nuestro caso a = 2, y tenemos que hallar tanto f(2) como f’(2), siendo
flx)=2a% f(2)=23=8y f'(2) =322 =12, luego

ty=y=8+12(x —2) = |y = 12z — 16]

3

La recta tangente a la curva de y = z° en x = 2 es ty = y = 12x — 16 y para representarla

usamos una tabla de valores:

L
3_84 = (1,—4) y (2,8) son dos puntos de la tangente a la y = z3. Ya podemos

representar dicha recta en el plano.

Ejercicio 18. Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva de la funcion y = 3 en
T = 2.

Solucién: t, =y = f(2) + f(2)(x — 2), ahora bien f(z) = 3, luego f(2) =3y f'(3) =0,

asi que
ty=y=3+0(zr—2) = |y =3

Vemos que, la tangente no depende del punto, pues f(a) = 3y el término (z—a) desaparece
valga lo que valga a.

NOTA: Es importante resaltar el hecho de que, cuando la tangente es paralela al
eje OX, la derivada es 0.

En el capitulo siguiente nos vamos a dedicar a calcular la derivada de una funcién.
Enunciaremos una serie de reglas que nos ayudaran a calcular la derivada de cualquier
funcién.

5.3. Reglas de derivacion

La siguiente tabla, nos muestra las derivadas de las funciones elementales. Algunas
de ellas, ya las hemos calculado. Estas derivadas, junto con las reglas de derivacion, nos
llevaran al calculo de la derivada de cualquier funcion.
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| Derivadas de las funciones elementales |

Funciéon Expresién analitica Derivada
Constante y==~F y =0
Potencial y = a" Yy =na" !

Raiz cuadrada | y = /x y = ﬁ
Raiz n-ésima | y = {/x y = - ni\/ﬁ
Exponencial | y = ¢e” y =e€"
Exponencial | y = a” y=a"lna
Logaritmica |y =Inx y = %
Logaritmica |y = log, = y = % Inz

Seno Yy =senx Yy = cosx

Coseno Y = Cosx y = —senx
Tangente y=tgx y =1+tgzc=_——
Arco seno y = arcsen y = \/1177

Arco coseno | y = arccosx Y 111352

Arco tangente | y = arctgx Y 7 J:IQ

5.3.1. Reglas de derivacién

R1 La derivada de la suma (o resta) de dos funciones es igual a la suma (o resta) de las
derivadas.

(f(z) £ g(x))" = f'(z) £ g'(x)

R2 La derivada de una constante por una funcién es la constante por la derivada de la
funcion.

(kf ()" = kf'(x)

R3 la derivada de un producto de funciones es igual a la derivada de la primera por la
segunda sin derivar mas la primera sin derivar por la derivada de la segunda.

(f(x) - 9(x))" = f'(z) - g(x) + f(z) - g'(x)

R4 La derivada de un cociente de funciones es igual a la derivada del numerador por el
denominador sin derivar menos el numerador sin derivar por la derivada del denomi-
nador, y todo dividido por el cuadrado del denominador.
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Los siguientes ejemplos nos ilustran la aplicacion directa de las reglas de derivacion,
junto con el manejo de las derivadas de las funciones elementales.

Ejemplo 44. Comprobemos (223 + 7z1)" = 622 + 2823

Derivemos cada una de ellas por separado. La funcién y = 222 es el producto de una
constante por una funcion, la derivada sera el producto de la constante por la derivada
de la funcién. En consecuencia 3’ = 6x%. De la misma manera calculamos la derivada de
y = 7%, que es, y' = 2823, luego

(22° + 72) = 62% + 2823

Ejemplo 45. Dadas las funciones f(z) = 32* — 7Tlnx + 1y g(z) = 823 + 3senx — 4e?,
calcularemos (f(x) - g(x))’

Aplicaremos la regla de la derivada de un producto: (f(x)-g(z)) = f'(x)-g(z)+ f(x)-¢'(x)
Ahora bien, f'(z) = 6z — % y ¢'(x) = 242? + 3 cos x — 4e, luego

7
(f-9)=f9g+fd = (6.73—;)-(81’34—3 senx —4e”)+(32° = Tlnx+1)-(242° 43 cos x — 4e”)

Dejaremos, de momento, indicado el producto.

2 —322+1
COS

Ejemplo 46. Sea la funcion y =

, (3x® —6x)cosz — (23 — 322 + 1)(—senx) 23senz + 3z%(cosz — senz) — 6z cosw + senx
y = =

cos? x cos? x
1+t
Ejemplo 47. Calculemos la derivada de la funcién y = ] + th
,_ (A+tg?r)(1—tga) — (L+tga)[—(L+tg’x)]  (1+tg’z)(1—tg®z—1—tgx)
(1 —tgw)? (1—tgx)?
_ —tgz(l+tg’7)(1 + tgw)
B (1—tgx)?
Ejemplo 48. Derivemos la funcion y = SO
1+tga

,  cosx(r+tgr) —senz(l+1+1tg°z) wxcosz+cosztgr —2senw —senwtg®

(1+tgx)? (1—tgx)?

Hay funciones, como por ejemplo y = y/senzx, que no podemos derivar aplicando
ninguna de las reglas de derivacion vistas hasta ahora. Esta, si nos damos cuenta, es una
funcién compuesta por otras dos; la v/z y el sen x:

r — senr — sen T

Para derivar este tipo de funciones, que son la mayoria, tenemos una regla especial de
derivacion llamada regla de la cadena.
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5.4. Regla de la cadena

Sea f(x) = /x y g(x) = senz, entonces

(fog)(z) = f(g(x)) = Vsenx

Para derivar la funcion f o g, nos apoyaremos en la igualdad:

(feg)(x) = f'(9(x)) - g'(x)

conocida por la Regla de la cadena.

Ejemplo 49. Si y = y/sen x entonces

, 1 cos T
S COST =

v= 2y/senx 2y/senx
Recordemos que (y/x)' = ﬁ y (senx) = cosx

Ejemplo 50. La funcién y = sen(2® + x — 1) estd compuesta por f(z) = senx y el
polinomio g(x) = 2*> +z — 1

y =cos (2 +x—1)- (22 +1)

1
Ejemplo 51. Si ahora f(z) =Inzy g(z) = ] i x, la composicion de fy ges (fog)(z) =
-z
In _ﬁi

T 14z (1422 (1+az)p

1-(1—z)—(14x)-(=1)
(1-=)?

(fog)(x) = ; ng_ -z 2 2l-u)

Ejercicio 19. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

1. y=(22-32+17°  (Soly =3(2%—3z+1)% (22— 3))

90
2. y=+v12-3x+1 (Sol.y’:?){)/( t=3 )

2?2 — 3z +1)2

142z )

3. =1 1 Sol. ¢ =
y=nfz+ e+l <0 4 2x + 22T + 2\/x

En la mayoria de los casos, las funciones que tenemos que derivar, son funciones com-
puestas por una simple y una funciéon f que no es dificil de derivar. Por ello, proponemos
la siguiente tabla, que nos muestra las derivadas de las funciones compuestas maés usuales.
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’Derivadas de las funciones compuestas mas usuales‘

Funcién Expresion analitica Derivada Compuesta Derivada
Potencial y=a" y =na"""  y=flo)" y =nf(x)""" f(z)
Raiz cuadrada | y = \/z Y = ﬁ y=+/f(x) y = ZJ‘L;(),@
Raiz n-ésima | y = /x Y = nni\/ﬁ y = /f(2) y = %
Exponencial y=e" y =e® y = el (@) Y = ef(”)f’(x
Exponencial y=a" y=a"lna y=al® y = f'(z)a’™1na
Logaritmica y=1Inx y =1 y=1In f(x) y = J} '((;))
Logaritmica y =log, x v =1lna y =log, f(z) y = J; ’((;t)) Ina
Seno y=senzx Yy =cosx y = sen f(z) y' = cos f(z)f'(z)
Coseno Y = CoST y =—senz |y =cosf(x) y = —sen f(x)f (z)
Tangente y=tgx v =1+tg?r | y=tgf(x) v = (1+tg? f(x))f'(v)
_ / 1 _ N i €))
Arco seno y = arcsenr Yy — y =arcsen f(z) | v = ron
_ r_ -1 _ r_ =)
Arco coseno Y = arc cos x Y =7 y =arccos f(x) | ¢y = e
Arco tangente | y = arctgx Y = ﬁ y = arctg f(z) |y = 11;(?)2

Esta tabla abarca casi la totalidad de las funciones con las que nos vamos a encontrar
en este curso.

En la siguiente seccién proponemos una serie de ejercicios, resueltos o con su solucion.
Algunos de ellos, estan enfocados al estudio de la derivabilidad. Para este tipo de ejercicios
estudiaremos las derivadas laterales.

5.5. Ejercicios

Ejercicio 20. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

1. y=(e*+1)>3 (Sol. y =6(e* +1) - *)
2. y=sen 3z +1) (Sol. y = 3cos (3z+1))
3. y=oui—iri=e <Sol. y = 25" 4% =0(3,2 _ 8y 1)In 2)
1— _
4. y=1In Ve Sol. iy = Ve
1+ x xr — a2
5. y=x2Inz +xlna’ (Sol. vy = 2z +2)Inz + 2+ 2)
6. y=(1++3)* (Sol. v/ =2(1 +/3)**In1 + v/3)
1
7. yzztg‘lx—thm‘ (Sol. y’:tg5x—tg3x—2tga:)

-2
8 y—+{3_2 Sol.y/ = ——=
3/(3 —2x)?
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1 1 1
9. y=sen— (Sol. y' = ——5 cos —)
x x x
1 _
10. y:\/m Sol. y':&\/l+cosx
1 —cosx (1 —cosz)?
11 =In? (1 +Inx) Sol. ¥ =2In(1+Inx) L1
- Y= Y= l+nza
12 =arctglnz Sol. y = L1
A 8 U= 1+In*zz
—92% + 7
13. y=arccos (3 — Tz + 1) Sol. y = v
V1= (323 — Tx + 1)2

Ejercicio 21. Calcula la derivada de y = x°**

Solucién.

y = x°" es una funcidon compuesta por la funciéon potencial y la funcién y = cosz.
Dentro de la tabla, lo més parecido es y = a/® siendo @ € R. Nosotros no podemos
aplicar la derivada de esta ultima porque la base no es un ntimero real sino una funcion.
Para derivar funciones de la forma f(x)?® aplicaremos lo siguiente:

y=f@)"" = Iny =In f(2)*™ = Iny = g(z) - In f(x)
Derivamos

"=¢(2)In f(x :1:L
Y = ) f(0) + (o)

< | =

En nuestro caso

Iny =In (2°°%) = cosz - Inx
1, coSxT
—-y =—senzx-lnx+
Y x
/ Ccos T COST
Y = <—senx-1n$+ )
x

Ejercicio 22. Calcula la derivada de las siguientes funciones

senx

1. y=(senz)" (Sol. Y = (senz)®*!. (ln (sen) + (z+1) Cos:c))
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tgxr 1
. y=(Inx)'®” Iy =(Inz)®" [ (1+tg?x)In(l = —
2. y=(nz) (50 y = (Inz) [( +tg z) ln(lnz) + = xD
cos , cos cos? x
3.y = (senx)“®* Sol. y' = (senz)*** ( —senzIn (senz) +
sen x

Ejercicio 23. FEstudia la derivabilidad de las siguientes funciones:

1 ) 3x+2 st <1
- Y= 2?4+rx+3 si x>1

2.

202 =3z +1 si <0
2r +1 st x>0

Solucion.

1. La funcién es derivable en todo R salvo a lo sumo en z = 1. Estudiemos en primer
lugar la continuidad en x = 1. Si resulta ser discontinua en dicho punto la funcién
no sera ya derivable.

a) If(1)=3-1+2=75
){ lim f(z)=lim(3z +2) = 5

z—1t

1ir1n7f(x):1m%(x2 Ya+3)=5 3lim f(z)= 5

c¢) La tercera condicién se cumple de forma trivial.

x)— f(a
Recordemos que una funcién es derivable si existe el limite h’mM, lo que

z—a T —a
equivale en este tipo de funciones a derivar trozo a trozo:

|3 si x<1 ff(17)=3 iy
f(x>_{2x+1 sioz>1 {f’(1+):2-1—|—1:3 — (1) =3

La funcién es continua y derivable en x = 1.

2. La funcién es derivable en todo R salvo a lo sumo en x = 0. Estudiemos en primer
lugar la continuidad en x = 0. Si resulta ser discontinua en dicho punto la funciéon
no sera ya derivable.

a) 3f(0) =1
lim+f(:zc):h’rr(1](2:1:2 —3zx+1)=1
z—0 T— ’ _
) lim f(x)=lim (22 +1) = 1 — Flim f(z)=1
x—0— T—

c¢) La tercera condicién se cumple de forma trivial.



5.5 Ejercicios 97

dr—3 si <0 {f/(O_):4-0—3:—3 — 17(0)

f/(m):{ 2 si x>0 F(0T) =2

La funcién es continua pero no derivable en x = 0.

Ejercicio 24. Calcula los pardmetros a y b para que la siguiente funcion sea derivable en
todo R:

fla) = ar’ —br+1 si <1
]l —ax+b st ox>1

Solucién. La funciéon es continua y derivable en todo R salvo quiza en el x = 1. Forzare-
mos a la funcion a que lo sea incluso en dicho punto.
Estudiemos en primer lugar la continuidad

1. 3f)=a-12-b-1+1=a—-b+1
lim+f(ac):h':rri(ax2 —br+1)=a—-b+1
rz—1 r—
lim f(x):h’n%(—aa: +b)=—-a+b
r—1~ T—
cidir, lo que nos lleva a a —b+ 1 = —a + b, luego 2a — 2b = —1

Para que exista el limite han de coin-

3. La tercera condicion de continuidad no nos aporta nada nuevo.

De momento tenemos una ecuaciéon con dos incognitas, a y b. La derivabilidad nos
proporcionara la otra ecuacién:

f,(x)_{Qaw—b sio w<1 {f’(1—)+):2a_b

—a st x>1 (") =—-a
Si queremos que la funcién sea derivable en x = 1 debe ser f'1~ = f/(17) lo que se traduce
en 2a — b = —a, o lo que es lo mismo 3a — b = 0. Esta ecuacién junto con 2a — 2b = —1

nos da el sistema

20 — 2b = —1
3a—b=0

que una vez resuelto a = 1/4 y b = 3/4.
Para que la funcién f(z) sea derivable en =1 ha deser a =1/4y b= 3/4.

Ejercicio 25. Calcula a y b para que la siguiente funcion sea derivable en todo R:

22—mzr+5 si <0
—224n st x>0

(Sol. n=0yn=25)

Ejercicio 26. Encontrar la relacion que deben verificar los pardmetros a y b para que la
siguiente funcion sea derivable en el punto x = 1.
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ax® + bx si x<l1
o) ={

Inx+2cosz si >1
(Sol.a+b=2)
Ejercicio 27. Calcula a y b para que la siguiente funcion sea derivable en todo R:

) = azr? + 3z st ox <2
) 22 —br—4 si ox>2

(Sol.a=—-1yb=0)
Ejercicio 28. FEstudia la derivabilidad de las siguientes funciones:

0 si <0
1. y=¢ 2% si 0<z<1
r st r>1

P y_{x2—|—2 st x<0
' 3—(x—1)%* si >0
3. y:e‘lﬂl‘
T si <0
Indicacion: y ={ —= si 0<z<1
L st x>1

r—(1—z)



Capitulo 6

Aplicaciones de las derivadas

6.1. Introduccion

En esta unidad trabajamos las aplicaciones de las derivadas, siendo una de las mas
significativas la optimizacion de funciones por las muchas aplicaciones que tiene en el
campo de la Economia y las Ciencias Sociales.

En la més remota antigiiedad ya se encuentran problemas de optimizacién. Uno
de los méas famosos se refiere a la Princesa Dido, fundadora de Cartago. La leyenda es la
siguiente: “el rey Jarbas de Numibia daria a la princesa Dido toda la tierra que ésta pudiera
encerrar con una piel de buey” . Este famoso problema fue resuelto por Jacques Bernoulli
(1654 — 1705), y se puede enunciar asi: “De entre todas las curvas cerradas de igual
perimetro, encontrar aquella que encierra area maxima” . La solucion es la circunferencia.
La Princesa Dido hizo tiras la piel de buey y encerré una superficie circular.

6.2. Funcién derivada. Derivadas sucesivas

Definicién 22. Si una funcion f es derivable en todos los puntos de un intervalo I, la
funcion f':x — f'(x) definida en I se llama funcién derivada de f.

Nota: No se debe confundir los conceptos de derivada de una funcién en un punto
que vimos en la unidad anterior, que es un numero real, con funcién derivada que es una
funcion:

ff'R—R

z—f'(z)

Siendo f'(x) = lim

z—0

flz+h) - f(z)
h

El conjunto Dom(f’) o dominio de derivabilidad de f estda formado por todos los
elementos de Dom/(f) en los que f es derivable. Por tanto, Dom(f") C Dom(f).

Ahora bien, si una funcién f es derivable, la funciéon derivada primera de f es la
funcion f’. Si f’ es derivable, la funcién derivada de f’ o funcién derivada segunda de f

99
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es f”, pudiendo continuar este proceso indefinidamente. Si llegamos a derivar n veces, la
funciéon que obtenemos se llaman funcién derivada n-ésima de f y es la funcion

(7)Y = g

Derivadas sucesivas

Derivada primera de f(z) — f'(x)

Derivada segunda de f(z) — f"(x) = (f'(x))’

Derivada tercera de f(x) — f"(x) = (f"(x))’

Derivada n-ésima de f(z) — f™(z) = (f™ V()

Ejemplo 52. Sea f(x) = 22 —222, calcula su funcién derivada y sus derivadas sucesivas.

f'(z) = 8x® — 4x
f(x) =242* — 4

f"(x) =48z
f@ () =48
fO@) = fO@) = ... = O (@) = 0

6.3. Monotonia de una funcion

La monotonia de una funcién, se basa en estudiar cémo aumenta o disminuye la
variable dependiente (y) al aumentar o disminuir la variable independiente (z).

Definicién 23. Una funcion f es estrictamente creciente en un intervalo (a,b) si, y
sélo si Vw1, x9 € (a,b)
z1 < 13 => f(21) < f(72)

f(SUQ) --------------

PG p—

Ejemplo 53. La pardbola y = x2, como funcién f(x) = x?, sabemos que es una funcion
creciente en el intervalo (0,+00).
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En efecto, si 0 < x1 < x5 entonces 2 < x3 y luego f(x1) < f(z2) que es la condicién
que pide la definicién para ser funcién creciente.
Quizé lo veamos més claro tomando 0 < 3 < 5, ya que, 3% < 52, luego f(3) < f(5).

Sin embargo, si tomamos —3 < —2, vemos que (—3)% </(—2)2. Es el momento de la
siguiente:

Definicién 24. Una funcion f es estrictamente decreciente en un intervalo (a,b) si,
y sdlo siVry,x9 € (a,b)
T § wo\= f(21) > [f(22)

3] + - . e
En los casos en los que la desighialdayl pudiera nos ser estricta, diremos que la funcién
es creciente o decreciente. 2]

GRS
f(x2) e

funcion decheciente 5
El ejemplo q\e a todos se nos viene a la cabeza es, por supuestON{(z) = =
intervalo (—o0, 0). 1

en el

Sigamos con la funcién f(x) = x2. Su derivada es f’(z) = 2z. Fijémonos en que
f'(x) > 0 en el intervalo (0,+00) que coincide con el intervalo en donde la funcién es
creciente. Es mas f/(x) < 0 en el intervalo (—oo, 0) que es donde la funcién es decreciente.
. Es casualidad, o por el contrario es una propiedad que relaciona la monotonia de una
funcién con su derivada?

Demos respuesta a esta cuestion en el siguiente apartado.

6.4. Intervalos de crecimiento y decrecimiento

En el apartado anterior, se intuye que la primera derivada de una funcién, nos puede
ofrecer informacion sobre la monotonia de la misma. La realidad es que, nos ofrece toda
la informacion acerca de los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Sea f : (a,b) — R. Y sea zg € (a,b):

e Si f'(x9) > 0 entonces f es estrictamente creciente en un intervalo (xo — e, zg +€) para
un cierto € > 0.
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e Si f'(zp) < 0 entonces f es estrictamente decreciente en un intervalo (zo — €, ¢ + €)
para un cierto € > 0.

. Qué ocurre en el caso en el que f'(xy) = para cierto xy € (a,b)? No podemos afirmar
nada sobre el crecimiento o decrecimiento en xy. Recordemos que si f/(x)y = 0 la tangente
ala curva y = f(x) en el punto (o, f(x¢)) es paralela al eje de abscisas y puede que no
sea ni creciente ni decreciente.

Ejemplo 54. Estudiar la monotonia de la funcion y = a3 — 62> + 5

Lo primero es obtener la derivada de y: v/ = 32? — 1220 = 3x(x — 4). Signo de

-+ F++++

[y ———

o
_____.‘.._____
N

y = 32% — 122

Hallamos el signo de v’
y concluimos que:

e f es estrictamente creciente en (—oo,0) U (4, +00)

e f es estrictamente decreciente en (0, 4)

La conclusion anterior, se puede observar facilmente en la grafica de la funciéon. Por
otro lado, la grafica nos muestra la representacién de dos rectas tangentes. Cada una de
ellas es tangente en los puntos de abscisas x = 0 y = = 4. ;Tendré algo que ver con los
valores en donde casualmente f/'(z) = 07 A la respuesta de esta pregunta nos dedicaremos
en la siguiente seccién. Funcién y = 2® — 622 + 5

y=a-62"+5

AN
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6.5. Extremos relativos

Definicién 25. Sea f : I — R una funcion real de variable real, continua y derivable
en el intervalo 1. Diremos que, xog € I es un punto singular de f si f'(xq) =0

Estos puntos, en los que la recta tangente es horizontal y por lo tanto paralela al eje
de abscisas, son los candidatos a ser mdzimo o un minimo de nuestra funcién de estudio.

Definicién 26. Una funcion f : I — R tienen un mdzimo relativo en un punto
de abscisa xo € I, si existe un entorno del mismo, E(z,,€) = (xg — €,20 + €) tal que
Vo € (xg —e,20 +€) \ {zo} se verifica que

f(@) < flzo)

f(x)

y=f(z)

fx)

Maxinfo y minimo relativos

Definicion 27. Una funcion f : I R tienen un minimo relativo en un punto
de abscish xo € I, si existe un entorn® del mismo, E(x,,e) = (xg — ,20 + €) tal que
Vo € (xg —e,20 +¢) \ {zo} se verifica que

f(zo) < f(2)

Esta claro que los extremos relativos son una fuente importante de informacién a la
hora de representar a la misma. Ahora bien, jcémo encontramos estos extremos?
Segin hemos visto antes, un punto, de abscisa xy, donde la funcién no es creciente ni de-
creciente, es un punto donde la derivada es nula. Esto es, f’'(zq) = 0. Parece légico pensar,
por tanto que, resolviendo la ecuacién f’(x) = 0 habremos encontrado los extremos. Sin
embargo, hay puntos donde la primera derivada es cero y que no son extremos relativos.

Criterios para encontrar extremos relativos

Sea f : I — R una funcién real de variable real, continua y derivable en el intervalo

e Si f'(x0) =0y f"(xy) < 0 entonces (xg, f(x)) es un Maximo relativo.

e Si f'(xo) =0y f"(x9) > 0 entonces (xg, f(x)) es un Minimo relativo.




6.6 Optimizacién de funciones 104

Ejemplo 55. Determina los extremos relativos de f(x) = x® — 3x

Derivamos f e igualamos a cero. f'(r) =322 -3y f'(z) =0 = 32> — 30 =0 =
r = =£1.
Derivamos de nuevo y obtenemos f”(z) = 6a:

1. f/(1)=0y f"(1) =6 > 0= f tiene un minimo relativo en (1, f(1)).
2. f((-1)=0y f'(—-1) = =6 < 0 = f tiene un maximo relativo en (—1, f(—1)).

Y como f(1) = =2y f(—1) = 2 concluimos que en los puntos (1,—2) y (—1,2) hay
un minimo y un maximo relativos respectivamente.

Ejemplo 56 (PAU). Calcula a, b, y ¢ para que la funcion ax? +bx + ¢ pase por el punto
(4,6) y tenga un minimo en el punto (2,—2).

Solucion: En primer lugar, tenemos tres incégnitas: a, b y ¢. Lo que implica que para
hallarlas necesitaré tres ecuaciones y resolver el sistema. Del enunciado debo conseguir
las tres ecuaciones:

1. f tienen un minimo relativo en (2, —2). Este dato me aporta la siguiente informacién:
2. f pasa por el punto (4,6) y por lo tanto f(4) =6 = 16a +4b+c =6

2.1 (2,—2) es un punto de la grafica de f luego f(2) = -2 = 4a +2b+c = —2.
2.2 En x = 2 hay un extremo, con lo que f/(2) =0=4a+b=10

16a+4b+c=6

El sistema a resolver es 4a + 20+ ¢ = —2 que resolvemos obteniendo a = 2,
da+b=0
b= —8y ¢ = 6. La funcién que nos piden es

f(z) =22 —8x+6
6.6. Optimizacion de funciones

Otra de las aplicaciones de las derivadas es la de optimizar funciones. Recordemos
que en el tema 3 nos dedicamos a optimizar o a minimizar recursos. En este caso, se trata
de lo mismo, pero manejando funciones que no tienen por qué ser lineales.

Veamos un ejemplo de problema con el que nos podemos encontrar.

Ejemplo 57. (Murcia, junio 2005) Una hoja de papel debe tener 18 cm? de texto
impreso, margenes superior e inferior de 2 cm de altura y mdrgenes laterales de 1 cm de
anchura. Obtener razonadamente las dimensiones que minimizan la superficie de papel.

La dificultad de estos problemas, consiste en encontrar la expresion analitica de la
funcion que hemos de optimizar. Los pasos a seguir son:

1. Si el problema, es de tipo geométrico, es de mucha utilidad dibujar la situacion. El
ejemplo de arriba, aunque pueda parecer que no, es de caracter geométrico.
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2.  Mediante los datos del problema, se construye la funcién que
hay que maximizar o minimizar.

3. Si la funcién tiene mas de una variable, hay que relacionar
las variables mediante ecuaciones a fin de conseguir expresar

la funcién inicial utilizando una sola variable. y 18 e
4. Se hallan los extremos relativos de esta funcién.
5. Se interpretan los resultados obtenidos rechazando aquellos T =
que por la naturaleza del problema no|sean posibles.
Vamos a resolver el problema de la hoja de papel.
1. El dibujo ya lo tenemos.
2. La funcion a optimizar es la que nos da el area de la hoja, que es
fl@y) =(z+2)- (y+4).
3. Relacionamos las variables mediante la igualdad x - y = 18 que obtenemos del

18
enunciado. De donde y = —
x

18
4. La funcién pasa a ser de una variable: f(x) = (z + 2) - (— + 4>. Y para obtener
x

los extremos, derivamos:
18 18 18 18

f'(z) ?—1—4—?-@—1—2) dedondef/(x)zo———>?+4—P-(x+2)20
2
4—%:0:>x2:8:>x:i\/§:>x:j:2\/§

5. En este caso, la interpretacién de los resultados es clara, puesto que estamos hablan-
do de una longitud, z = 2v/2 cm.

Nos queda comprobar que se trata de un minimo para la funcién f. En efecto, si
. o 64
derivamos de nuevo y sustituimos: f”(z) = — y f"(2 V2) > 0.
x

Para hallar la altura de la hoja, nos toca sustituir x por su valor en la expresién
18

y = — y por lo tanto
x

18 18 92

Y= —_— Y= ——==——""20Cm.
x 22 2
Ejemplo 58. Halla el nimero positivo cuya suma con veinticinco veces Su inverso sea
minima.
25

Solucién: Este problema no necesita de dos variables: f(z) = x + —.
x

Derivamos e igualamos a cero:

25 25
f/($):1——2—_—>1——2:0:>1;::|:5
T T
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xr = —bH no es valido puesto que nos piden que hallemos un nimero positivo.
Comprobemos que, efectivamente, se trata de un minimo:

50
f(z) = Y f"(5) > 0 = en x = 5 hay un minimo

Ejemplo 59. Halla las dimensiones del jardin rectangular de mayor drea que se puede
inscribir en un terreno circular de 200 m de radio.

Solucion:

e La funcién a optimizar es A(z,y) =z -y

e La relacién entre las variables x e y la obtenemos de x% +
y? = 200%. Luego

x = 4/40000 — y2 = A(z) = = - V40000 — x2 i

e Optimizamos la funcién: T
40000 — 22
Az) = —/————; A'(z) = 0 = z = £100V2
(=) /40000 — 22 (@)
z = —100v/2 no es solucién valida segin los datos del

problema. Y como A”(z) < 0 efectivamente, en z = 100v/2
hay un maximo.

Ahora nos queda obtener y mediante la igualdad 22 + y? = 2002, de donde y = 100v/2.
Conclusién: La funcién presenta un maximo en (100v/2, 1004/2), por lo que el rectangulo
de mayor area es un cuadrado.

6.7. Problemas resueltos

1. (Murcia, junio de 2009) La funcién f(z) = z® + pz?® + ¢ tiene un valor minimo
relativo igual a 3 en el punto de abscisa x = 2. Halla los valores de los pardmetros
pyq.

Solucion: Como tenemos dos incognitas, necesitaremos dos ecuaciones para poder
resolverlo. De toda la informacién del problema, nos centraremos en eso:

— Por tener un minimo relativo en x = 2 es obvio que f'(2) =0

— Por ser su valor de y = 3, es obvio que f(2) = 3.

Asi pues:

flx)=23+pr*+q= f(2) =8+4p+q=3=4p+q= -5

() =32 +2px = f'2)=12+4p=0=4dp=—-12=p= -3

Sustituyendo ¢ = 7. Asi, los parametros pedidos son p = -3y q=17.

2. (Murcia, junio de 2009) Hallar las dimensiones de un campo rectangular de
3600 m? de superficie para poderlo cercar con una valla de longitud minima.
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Solucion: Un “truco” para estos ejercicios es siempre lo mismo: observar la infor-
macion que me den, poner una de las variables en funcién de la otra, y mi funcion
objetivo serd la que me piden maximizar o minimizar. Asi pues: A = 3600 m? y

3600
A=bhase xaltura=z-y =z -y =3600 = y = ——
x

Y como la longitud de la valla debe ser minima, me piden minimizar el perimetro:

3600 7200
P=2r+2=220+2 — =21+ —
Y x
7200 7200
Pl=2—— =0=2=—- = 2% = 3600 = x = +60
x xr

Me quedo con la solucién positiva (porque las dimensiones del campo no pueden ser
negativas). Asi pues: y = % = 60 y las dimensiones del campo rectangular para
cercarlo con una valla de minima longitud son 60 x 60.

Nota: No estaria mal comprobar que efectivamente se trata de un minimo:

14400
P"(x) = —5—y P"(60) > 0. Efectivamente en x = 60 hay un minimo de la funcién
7200
P(a) = 20 +
T

3. (Murcia, septiembre de 2009) Dada la parabola de ecuacién y = 2% — 8z + 12,
hallar el punto en el que la recta tangente es paralela al eje de abscisas.

Solucion: Para que sea paralela al eje de abscisas, su pendiente debe ser 0, esto es,
la recta no tiene inclinacién.

Buscamos un punto x tal que f'(x) =0
y=a’>—-8x+12=1y =22 —8. Asipues: Y =0 =20 -8 =0 =z = 4.

Asi, podemos afirmar que el punto en el que la recta es paralela al eje de abscisas
es x = 4.

4. (Murcia, septiembre de 2009) Hallar dos niimeros cuya suma sea 20, sabiendo
que su producto es maximo. Razonar el método utilizado.

Solucién: Sean z e y dichos niimeros. Como siempre en los problemas de maximos
y minimos, la idea es relacionar una variable con la otra, informaciéon que debemos
tomar del enunciado, y después sustituir dicha relacién en la funcion que hay que
maximizar. Vedmoslo:

— cuyasumasea 20 —=zr+y=20—y=20—2
— sabiendo que su producto es médximo: z - y maximo = como y = 20 — x maxi-
mizamos la funcién f(z) = 2(20 — x)

flz)=20—-2z = f(2) =0=20-22 =0=20 =22 = 2 = 10
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Comprobemos que efectivamente es un méximo: f”(z) = —2 < 0 luego para
cualquier valor de x que anule la derivada se maximiza la funcién. En particular,
ocurre con z = 10. Y como y = 20 — z = y = 10.

Conclusion: Los dos nimeros que maximizan su propio producto son xz = 10 e
y = 10.

5. (Castilla-La Mancha, septiembre de 2009) Una multinacional ha estimado que
anualmente sus beneficios en eurpos vienen dados por la funcién

B(z) = —162* + 240002 — 700000
donde x representa la cantidad de unidades vendidas. Determinar:

a) Las unidades que se han de vender para obtener un beneficio de 7300000.

b) La cantidad de unidades que deben ser vendidas para que el beneficio sea
maximo.

c) El beneficio maximo.
Solucién:

a) B(z) = 7300000. Asi pues:
—162% + 24000z — 700000 = 7300000
se trata de resolver la ecuacién de segundo grado dada por:
—162% + 24000z — 8000000 = 0

Resolviéndola obtenemos los valores x; = 500 y x5 = 1000

B(z) = —162° + 24000z — 700000 = B'(z) = —32 + 24000
B'(z) = 0 = —32z + 24000 = 0 = 2 = 750

Veamos que efectivamente es un maximo:
B’(x) = —32 < 0 y esto ocurre para todo = que anula B’(x), en particular lo
sera para x = 750.

La cantidad de unidades que deben ser vendidas para maximizar el beneficio son
750 unidades.

¢) Simplemente sustituimos z = 750 en la funcién beneficio:

B(750) = —16(750)? + 24000 - 750 — 700000 = 8300000 euros

Nota: Obsérvese que obtenemos dos valores en el apartado (a). Al tratarse de
una parabola invertida, es 16gico que el méaximo se alcance entre 500 y 1000.
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6. (Valencia, septiembre de 2009) La especialidad de una pasteleria es la fabri-
cacion de cajas de bombones “xupladits” . Los costes de fabricacién C(x) en euros,
estan relacionados con el nimero de cajas producidas x, mediante la funcién:

C(x) =0, 1z* 4 20z + 2500

Si el precio de venta de una caja es de 80 euros y se venden todas las cajas produci-
das, se pide:

a) La funcién de ingresos que obtiene la pasteleria con la venta de las cajas.

b) La funcién de beneficios, entendida como diferencia entre ingresos y costes de
fabricacion.

¢) El nimero de cajas de bombones que se deben producir para maximizar el
beneficio, y el beneficio maximo.

Solucién:

a) Funcién ingreso:
Sea x =“numero de cajas producidas” y P = precio de venta de cada caja,
P = 80.
Ast: I(z) =P -2z =80z

b) Sea B(z) = “funcién beneficio”
B(z) = I(z) — C(z) = 80z — (0, 12° + 20z + 2500) = —0, 12° + 60z — 2500
¢) Queremos maximizar el beneficio, luego:
B'(z) =0= —0,22+ 60 =0 = 2 = 300

Veamos que efectivamente se maximiza: B”(z) = —0,2 < 0, en particular para
x = 300:

B(300) = —0,1 - 300% + 60 - 300 — 2500 = —9000 -+ 18000 — 2500 = 6500

Asi pues, afirmamos que se deben producir 300 cajas de bombones, a 80 e cada
una, para obtener el maximo beneficio que sera de 6500 e en total.

7. (Castilla-La Mancha, junio de 2009) EL coeficiente de elasticidad de un pro-

ducto, en funcién de la temperatura (t) en grados centigrados viene definido por la
2

t
funcién E(t) = 9 2t + 10:

a) ;A qué temperatura o temperaturas se obtiene una elasticidad de 27
b) Calcular el valor de la temperatura para que la elasticidad sea minima.

c) Calcular ese minimo.

Solucién
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t2
a) E(t) =2 = i 2t+10 = 2. Se trata de resolver la ecuacién de segundo grado:

t2 — 18t + 72 = 0 obteniendo t; = 12 y t, = 6.

Asi, las temperaturas donde conseguimos un coeficiente de elasticidad de 2, es

precisamente en 12°C' y 6°C.
2

t 2
b) E(t) = 9 2t+10 = FE'(t) = §t— 2. Entonces F'(t) =0 =2t — 18 = 0 =
t=9.Y como E"(t) = g > () para que la elasticidad sea minima, la temperatura

debe ser de 9°C'.
92
c) E(9):§—2~9+10:9—18+10:1

El coeficiente de elasticidad minimo es 1 para una temperatura de 9°C.

8. (Madrid, 2008) Se desea fabricar un acuario con base cuadrada y sin tapa, de
capacidad 500 dm?. La base y las paredes del acuario han de estar realizadas en
cristal. ;Cudles deben ser sus medidas para minimizar la superficie total del cristal
empleado? t

Sol'

500

Vewvo zlargoxalto><ancho:31:2 sy =500 =y = -
T

Superficie total=Ap.se + 4 - Alateral

500
AT::c2—|—4:1:y:x2+4x-—2
x

2000

La funcién f(z) = 2% + es la que tenemos que minimizar.

2000 2000
flle) =20 - — =0= 2z = —— — 2’ = 1000 = = = V1000 = 10
T X
500 500

Despejando y = —- = T00 =
x
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6.8.

1.

Para minimizar la superficie total del cristal empleado, debo utilizar una base de
dimensiones 10 x 10 y unas caras rectangulares de dimensiones 10 x 5.

Ejercicios propuestos

(Murcia, junio de 2008) Supongamos que tenemos un alambre de longitud “a”
y lo queremos dividir en dos partes que van a servir de base a sendos rectangulos.
En uno de los rectdangulos su altura es doble de su base y en el otro, su altura el
triple de su base. Determinar el punto por el cual debemos cortar el alambre para
que la suma de las areas de los dos rectangulos sea minima.

Solucién: Hay que dividir el segmento por un punto que esté a 3/5 de un extremos
y a 2/5 del otro.

(Murcia, septiembre de 2008) Descomponer el nimero 25 en dos sumandos tales
que el doble del cuadrado del primero maés el triple del cuadrado del segundo sea
minimo.

Solucion: 25 =15+ 10

(Valencia, junio de 2008) El coste de fabricacién en euros de x unidades de un
articulo viene dado por la funcién f(x) =z — 2y/z + 20.
a) {Cudl es la funcién que determina el coste de fabricacién unitario?

b) (Para qué produccién resulta minimo el coste unitario? ;Cuédnto vale éste?
Justifica que es minimo.

Solucion:

f(z) 2 20
L2 =
a) g(z) = = N
b) El coste minimo por unidad se obtiene produciendo 400 unidades y asciende a
19/20 e por unidad.

(Castilla-La Mancha, septiembre de 2008) Una empresa ha realizado un es-
tudio acerca de los costes de produccion llegando a la conclusion de que producir
x unidades de un objeto dado tiene un coste (en euros) expresado por f(z) =
0, 25232 — 25x + 700.

a) {Cudntas unidades han de producir para tener un coste de 175 e?

b) Halla el nimero de unidades que se deben producir para que el coste sea mini-
mo.

¢) (Cuénto es ese coste minimo?

Solucion:
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a) Para tener un coste de 175 € deben producirse x = 70 unidades 6 z = 30
unidades.

b) Se deben producir 50 unidades.
¢) El coste minimo es de 75 €.
5. (Valencia, septiembre de 2008) Obtén los parametros r, sy ¢ para que la funcién

f(x) = 23 4+ ra? 4+ sz + t tenga un méximo en xr = —2, un minimo en x = 0 y que
pase por el punto (1,—1).

Solucién: Méximo en ¢ = -2 = f/(—=2) = 0, Minimo en z =0 = f'(0) =0y
pasa por el punto (1,—-1) = f(1) = —1.
La solucion esr = -3, s=0y t = 1.

6. (Andalucia, septiembre de 2008)

a) La grafica de la derivada de una funcién f es la recta que pasa por los puntos
(0,—-3) y (4,0). Estudia la monotonia de la funcién f.

b) Calcula la derivada de las siguientes funciones:
g(z) =Bz +1)3 - Ina?+1

eiE

Mx) = Txd — 4
Solucién:
a) En (—oo0,—4) f'(z) < 0= f(z) decrece.

f
En (—4,400) f'(x) > 0 = f(x) crece.

(922 +9)In (22 + 1) + 62 + 2
241

b) g'(x) = (3 +1)*

o e(Tad — 3bxt —4)
f (x) - (71,5 . 4)2

7. (Andalucia, junio de 2009) Un estudio acerca de la presencia de gases contam-
inantes en la atmosfera de una ciudad indica que el nivel de contaminacién vienen
dado por la funcién:

C(t) = —0,2t* + 4t +25, 0 <t > 25
(siendo t los anos transcurridos desde el afio 2000)

a) (En qué afo se alcanzard un méximo en el nivel de contaminacién?
b) (En qué ano se alcanzara el nivel de contaminacién cero?

¢) Calcula la pendiente de la recta tangente a la gréafica de la funcién C(t) en
t = 8, Interpreta al resultado anterior relaciondandolo con el crecimiento o
decrecimiento.
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10.

Solucion:

a) t =10 anos, es decir, en el 2010.
b) t = 25 afios, es decir, en el 2025.

¢) En el ano 2008 el nivel de contaminacién subird a 0, 8.

Halla el niimero positivo cuya suma con veinticinco veces su inverso sea minima.

Solucién: el nimero buscado es 5.

De todos los triangulos rectangulos cuyos catetos suman 10 ¢m, halla las dimensiones
de aquel cuya area es maxima.

Solucion: los catetos miden 5 cada uno.

Determina las dimensiones que debe tener un recipiente cilindrico de volumen igual
a 6,28 litros para que pueda construirse con la menor cantidad posible de hojalata.

Soluciodn: el cilindro tendré de radio 1 dm y 2 dm de altura.



Capitulo 7

Representacion de funciones

7.1. Introduccion

El hombre a lo largo de la historia, ha utilizado las representaciones graficas como
expresién o como interpretacion de situaciones, objetos o fenémenos. En estas representa-
ciones estan implicitas y se perciben de forma clara las caracteristicas o propiedades mas
notables de la situacion, objeto o fenémeno representado.

La curva o representacién grafica de una funcién nos permite visualizar sus carac-
teristicas asociadas mas importantes en cuanto a continuidad, monotonia, extremos rela-
tivos, etc. Por tanto, es muy importante la representacién grafica para comprender mejor
los fenémenos que describen las funciones. En esta unidad utilizaremos las caracteristicas
generales de las funciones con el fin de construir sus respectivas representaciones graficas.

7.2. Esquema para la representacion de funciones

Para dibujar la grafica de una funcién f : R — R, y = f(x) estudiaremos previamente
el dominio, simetrias, puntos de corte, monotonia, curvatura y asintotas de la funcién para
terminar con el esbozo de la gréfica utilizando la informacién recogida anteriormente.

7.2.1. Dominio de una funcion

Definicién 28. Liamamos campo o el dominio de definicion de una funcion y = f(x) al
conjunto de numeros reales para los cuales esta definida la funcion o sea los puntos donde
existe la funcion f(x) y que denotaremos como D(f(x)).

Muchas veces es mas facil descubrir los puntos donde no esté definida una funcion
que donde si lo estd. Esto es lo que hacemos casi siempre para calcular el dominio . Asi en
muchos casos serd R menos los puntos donde no esté definida la funcién. Veamos cémo
se calcula el dominio para las principales funciones reales.

1. Funciones polinémicas: Las funciones polinémicas estan definidas nimero real
asi su dominio es todo R.

9(x)
h(z)

ciones polinémicas solo estan definidas para los valores que no anulen el denomi-

2. Funciones racionales: Las funciones racionales f(z) = , cociente de dos fun-

114
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nador, asi

D(f) = {z € R; h(x) # 0}

T+ 2

z? —4
denominador, se tiene que D(f) =R\ {-2,2}.

Por ejemplo dada la funcién f(z) = dado que z = =2 y x = 2 anulan el

3. Funciones irracionales o radicales: Para las funciones radicales f(x) = {/g(z)
distinguimos dos casos:

a) n impar: estdn definidas para todo nimero real para el que esté definida la
funcioén g(z)

b) n impar: estdn definidas para todo z € R para el que exista la funcién g(z)
y ademés g(z) >0

Por ejemplo la funcién f(x) = /22 — 1 estd definida para valores de = > % con lo
cual D(f) = (1, 400).

4. Funciones exponenciales: Las funciones exponenciales f(z) = a?®,a € R estén
definidas para todos los valores en los que exista la funcién g(x).

5. Funciones logaritmicas: Las funciones logaritmicas f(x) = log, g(z),a € R dado
que el logaritmo esta solamente definido para valores positivos, se tiene que

D(f(z)) = {z e R, g(x) > 0}

6. Funciones trigonométricas: Las funciones trigonométricas: y = sen f(z), y =
cos f(x) y = tan f(x) estan definidas para los mismos valores que f(x)

7.2.2. Simetrias

Definicién 29. Se dice que una funciony = f(x) es simétrica respecto del eje OY cuando
para todo x € D(f(z)) se verifica que f(x) = f(—x). En este caso se dice que la funcion
f es una funcion par.

La grifica de la funcién f(z) = z* — 322 +2
es simétrica respecto del eje de ordenadas ya que
f(=2) = (=)' = 3(—2)*+2=a"-322+2 =
f(z).

En estos casos basta con construir la gréafica
para valores de positivos y obtener el resto por
simetria respecto del origen

Definicién 30. Se dice que una funcion es simétri-

ca respecto del origen cuando para todo x € D(f(z))

se verifica que f(—x) = —f(x). Si ocurre esto en-
tonces decimos que la funcion f es una funcion par.
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La grafica de la funcién f(z) = 23 — 2z es simétri-
ca respecto del origen de ordenadas ya que f(—z) =
(—2)3 = 2(—2) = —23 + 22 = — (2% — 22) = — f(2).

También en este caso basta con construir la grafica
para valores de positivos y obtener el resto por simetria
respecto del origen

7.2.3. Puntos de corte con los ejes

Distinguiremos dos tipos:

1. Puntos de corte con respecto al eje OX: Estos puntos son las raices de la
funcién ya que consiste en resolver el sistema y = f(x), y = 0, o sea en resolver la
ecuaciéon f(z) = 0.

2. Puntos de corte con el eje OY: Estos puntos se obtienen al resolver el sistema
y = f(x), x = 0. De esta manera los puntos de corte son de la forma (0, f(0)).

Ademas de estos puntos en ocasiones es necesario calcular puntos auxiliares de for-
ma arbitraria para hacernos una idea de cémo se comporta la funcién en determinados
intervalos en los cuales se tenga alguna duda.

7.2.4. Monotonia

El estudio de la monotonia de una funcién consiste fundamentalmente en estudiar el
crecimiento y decrecimiento de una funcién asi como el estudio de unos puntos criticos:
los maximos y los minimos.

Definicién 31. Sea dice que la funcion f(x) es creciente en el punto x = a si existe
un cierto entorno de dicho punto, (a — €,a + €) tal que para todo punto x # a de dicho

intervalo se verifica
f(z) = f(a)

r—a

>0

Decimos que una funcion es creciente en un determinado conjunto si lo es en todo punto
de dicho conjunto

Definicién 32. Sea dice que la funcion f(x) es decreciente en el punto x = a si existe un
cierto entorno de dicho punto (a — €,a + €) tal que para todo punto x # a de dicho punto

se verifica
f(x) — f(a)

r—a

<0

Decimos que una funcion es decreciente en un determinado conjunto si lo es en todo punto
de dicho conjunto

Si no tenemos en cuenta el punto donde queremos saber si crece o decrece se tiene la
siguiente definiciéon general:

Definicién 33. Dada una funcion y = f(z) y dados z,y € D(f(x)),x <y decimos que:
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» [ es creciente si f(x) < f(y)

» f es decreciente si f(x) > f(y)

Si usamos el concepto de derivada la caracterizacion de que una funcion sea creciente
o decreciente queda del siguiente modo:

» Si f(x) es derivable en el punto x = a con f'(z) > 0 entonces f(x) es
creciente en dicho punto.

» Si f(x) es derivable en el punto x = a con f'(z) < 0 entonces f(x) es
decreciente en dicho punto.

Definicién 34. Sea dice que la funcion f(x) tiene un mdximo local en el punto x = a si
existe un cierto entorno de dicho punto (a — €,a + €) tal que para todo punto x de dicho
entorno se tiene que f(x) < f(a).

Definicién 35. Sea dice que la funcion f(x) tiene un minimo local en el punto x = a si
existe un cierto entorno de dicho punto (a — €,a + €) tal que para todo punto x de dicho
entorno se tiene que f(x) > f(a).

Teniendo en cuenta que si la funcién f(x) es derivable en = a y tiene en dicho punto
un maximo o un minimo entonces necesariamente f’(a) = 0. Para calcular los maximos y
minimos tendremos en cuenta lo siguiente:

» Si f'(a) =0y f’(a) < 0 entonces la funcién f(x) tiene un méximo local
en r = a.

» Si f'(a) =0y f"(a) > 0 entonces la funcién f(z) tiene un minimo local en
T =a.

En la practica para calcular méaximos y minimos lo que se hace es calcular los puntos
criticos, o sea aquellos que verifican que f'(x) = 0 y luego se calcula la segunda derivada y
decidimos si es maximo o minimo. Si ocurriese que f”(x) = 0 tendriamos lo que se conoce
como punto de inflexion que abordaremos en el apartado de curvatura.

Ejemplo 60. Estudiar la monotonia de la funcién f(x) =z + 2* — bz + 1

Solucién: Comenzamos calculando la derivada f’(z) = 32 + 2x — 5, ahora si calcu-
lamos sus raices se tienen los valores
—24+,/22-4-3-(-5) —2++64 2+£38 {5 1}

Tr = = —,
2-3 6 6 3

y como f'(0) < 0 resulta que f'(x) < 0en (—1,2) y en el resto positiva. Con el estudio del
crecimiento y decrecimiento se deduce que x = —1 en un maximo y x = g es un minimo.

Otra forma de ver esto es evaluando la segunda derivada f”(z) = 6x + 2.

Asf, como f"(—=1) < 0 = x = —1 es maximo y como f"(2) > 0 = 2 = 2 es un

3
minimo.
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7.2.5. Curvatura

Aunque en selectividad se han omitido estos conceptos, no obstante, creemos impor-
tante incluir algunos conceptos sobre concavidad, convexidad y puntos de inflexion.

Definicién 36. Una funcion y = f(z) se dice convexa si en la grdfica de la funcidn, la

cuerda que une dos puntos queda por encima de la grdfica. Se dice concava si ocurre lo
contrario.

Al igual que ocurre con los maximos y minimos si queremos calcular los intervalos

donde la funcién es céncava o convexa haremos uso de la derivada segunda y si es distinta
de cero se tiene lo siguiente:

» Si f es convexa como la derivada f’ es creciente se tiene que

f'(x) 20

» Si f es concava ocurre lo contrario con lo cual f”(z) <0.

En el caso de que f”(x) = 0 se calculaf”,...,f"(z) hasta encontrar una derivada
n-ésima que no se anule en este caso se tiene:

1. Sin = 2k entonces si:

a) Si f2*(x) > 0 entonces f es céncava.

b) Si f%(x) < 0 entonces f es convexa.

2. Sin =2k + 1 se tiene una inflexion en el punto .

Definicién 37. Sea y = f(x) una funcion, diremos que f presenta un punto de inflexion
en xg cuando en dicho punto la funcion pasa de convexa a concava o al revés. En estos

puntos se verifica siempre que f"(xo) = 0 y entonces para ver de que tipo es usando la
derivada tercera tendremos lo siguiente:
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w Sif(x0) =0 y f"(x9) <0 entonces la funcion f posee en xy un punto
de inflexion concavo-convero.

w Sif(x0) =0 y [f"(xo) >0 entonces la funcion f posee en xq un punto
de inflexion convexo-concavo.

En el caso de que la derivada tercera se anulase, seguiriamos derivando hasta encon-
trar un k, que cumpla f2* £ 0 o f2F+1 £ 0.

7.2.6. Asintotas y ramas de una funcion.

Definicién 38. Se dice que una funcion tiene una rama infinita cuando tanto x como
f(z) crecen indefinidamente. En este caso decimos que el punto P(z, f(x)) se aleja in-
finitamente.

Si nos fijamos en las ramas de una funcion se puede dar el caso que cuando tienden
infinitamente estas se aproximen a una rectas muy especiales que llamaremos asintotas.
En el caso que la funcién no tenga asintotas diremos que tiene una rama parabdlica.

Las asintotas son de tres tipos y son las siguientes:

1. Asintotas verticales. Sea f una funcién, decimos que la recta x = zy es una
asintota vertical si se verifica:

lim f(x) = +o0

r—x0
o alguno de los limites laterales

2. Asintotas horizontales. Sea f una funcién, decimos que y = k es una asintota
horizontal de la funcién f si se verifica:

A ) =k
0
m f(z) =k

3. Asintotas oblicuas. Sea f una funcién, diremos que la recta y = mx 4+ n es una
asintota oblicua de f si se verifica:

i (f(x) —mz —n) =0

lim (f(x) —max—n) =0

r——00

Observamos que en la practica para calcular las asintotas oblicuas el calculo de m y
n se hace de la siguiente forma :
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NOTA: Una funciéon no puede tener asintota horizontal y asintota oblicua a la vez,
sin embargo si no hay asintota horizontal si puede tener asintota oblicua.

Definicién 39. Diremos que una funcion y = f(x) tiene una rama parabolica si

lim f(z) = 400

r—+00

lim f(z) = —o0

Tr——00

En el caso de ramas parabdlicas pueden ocurrir los siguientes casos:

(=)

= Si lim ——= = o0, la curva tiene rama parabdlica en la direccion del eje OY.
Tr—00 €T
o f@) : o N .
= Si lim ——= = 0, la curva tiene rama parabdlica en la direcciéon del eje OX.

r—o00 I

T
s Si lim —==m # 0y lim f(x) — ma = 0, la curva tiene rama parabdlica en la

r—00 X T—00

direccién de la recta y = ma.

7.2.7. Esbozo de la grafica

Con toda la informacion recogida en los apartados anteriores representaremos la
grafica de la funcién. Veamos unos ejemplos de funciones.

Ejercicio 29. Representa la siguiente funcion polindmica: y = f(x) = 2° — 52° + 4x

En primer lugar como es un polinomio su dominio es todo R. Seguidamente si pro-
cedemos con la simetria observamos que la funcién es impar ya que

f(=2) = (—2)° = 5(—2)> + 4(—2) = —2° + 52° — 4o = —(2° — 52° + 42) = — f(2)

luego se tiene una simetria respecto la bisectriz del primer cuadrante (respecto de y = x).
Ahora pasamos a calcular los puntos de corte. Para calcular los puntos de corte con el eje
OX, calculamos las raices del polinomio 2° — 523 + 4z teniendo en cuenta su factorizacién

2° — 5% + 4o = x(z* - 52° +4) = 2(x — 1)(x + 1)(z — 2)(z + 2)
Con lo cual se tienen 5 puntos de corte con el eje de abscisas:

Pl(_Qvo)v PQ(_1’O)7 P3(070)a P4(170) y P5(270)
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Ademas tenemos un punto de corte con el eje de
ordenadas que coincide con P3(0,0). Estudiamos el sig-
no de la funcién teniendo en cuenta la raices y pasamos
a estudiar la monotonia con el uso de la de deriva-
da.

Dado que f'(z) = 5x* — 1522 + 4, calculamos
las raices del polinomio teniendo en cuenta su factor-
izacién 5zt — 1523 + 4 = (z — a)(z + a)(x — b)(z + b)

siendo a ~ 0,544 y b ~ 1,644 y estudiando la segunda
derivada f”(z) = 20x® — 30z se calculan los méximos
y minimos. Por ejemplo f”(a) ~ —13 < 0 y tiene un
maximo en x = a. Si hacemos los mismo con -a,b y
-b y estudiamos el signo de la derivada la gréafica de

la funcién queda del siguiente modo, sin necesidad de
estudiar la curvatura

Ejemplo 61. Vamos a realizar un estudio completo y representacion de la funcion

2+ 1
y:

T

1. Dominio de la funcién. Dado que solo x = 0 anula el denominador se tiene que

D(f) =R\ {0}

2 2

—x)*+1 ¢ +1

2. Simétricas. Como f(—z) = (=2) =— =
—x x

lo cual significa que es simétrica respecto del origen.

3. Puntos de corte.

2+ 1

a) Respecto del eje OX f(z) =0=

tiene solucion, luego no hay puntos de corte.

—f(z) la funcién es IMPAR,

=0= 2?+1 =0, ecuacién que no

b) Respecto del eje OY, como = & D(f) entonces tampoco hay puntos de corte

con el eje OY

4. Monotonia. En primer lugar calculamos la derivada

w2 — (2P +1) 2?1
o o 2

f'(x)

2 x

y calculamos los puntos criticos, para lo cual solucionamos la ecuacién f'(z) = 0 =
2?2 —1=0= 2 = £1. Antes de ver si son maximos y minimos, si queremos estudiar
el signo de la derivada bastara con estudiar el signo del numerador y dependera de
estas raices. Asi tendremos que la funcién crece antes de x = —1 y después de
x = 1, y decrecera entre -1 y 1. Podemos concluir que la funcién es creciente en

(—00,0) U (1, +00) y decreciente en (—1,1).
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5. Curvatura. Aunque no es estrictamente necesario el estudios de la misma, es in-
teresante y aporta una informacion interesante a la hora de representar la funcién.
Para ello calculamos la derivada segunda,

a? 2r —(2* —1)-2x  22° —22°4+2x 22 2

" o _ _
fi(w) = x? N Tt I R]

Como f”(x) = 0 no tiene raices resulta que no tenemos puntos de inflexién.
Estudiando el signo de la derivada segunda tenemos que para x < 0 = f”(x) < 0 =
f es concava. Y para x > 0= f"(z) > 0 = f es convexa.

Por tltimo evaluamos la derivada en los puntos candidatos a maximo y minimo:

2
f'(=1) = B = —2 < 0= 2= —1 es un maximo.
2 :
') = @: 2> 0= 2 =1 es un minimo.
Y evaluando la funcién como f(—1) = =2y f(1) = 2 resulta que la funcién tiene

un méaximo en A(—1,—2) y un minimo en B(1,2).

6. (Asintotas). Evaluando los grados del numerador y denominador tan sélo existen
asintotas verticales en x = 0 y oblicuas. Calculamos la asintota oblicua y = mz +n
como sigue:

cf@) 2t
m = lim = lim — =1
r—o00 I T—00 Xz
2241 22+ 1 — a2
n= lim f(x) —mz = lim —rz=Ilm —— = lim — =0
T—00 T—00 €T T—00 €T r—o0 U

Tenemos como asintota oblicua y = x

7. Representacion. Teniendo en cuenta las asintotas, los puntos de corte, los méaxi-
mos, etc. La grafica de la funcion quedaria asi:

7.3. Ejercicios

7.3.1. Ejercicios resueltos PAU 2009.

r+1
1. (Murcia, Junio de 2009): Dada la curva y = ——— calcular:
2+ —2

a) El dominio.
b) Las asintotas.

c) Hacer una representacién gréfica de la misma.
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Asintota y=z

Gréfica de f(x)

Asintota =0

Solucién: Comencemos calculando el dominio. Veamos los valores que anulan al
denominador. Resolvemos la ecuacién de segundo grado 22 +x — 2 = 0 y tenemos
r=—2,x =1 con lo cual Dom(f)=R\{-2,1}.

Vemos ahora las asintotas. Comencemos por la verticales, como:

R
i )= iy = e
Asi pues, hay una asintota vertical en x = —2. Del mismo modo:
e
i fe) = lim T e

Se tiene otra asintota vertical en z = 1.

Veamos ahora las asintotas verticales, para lo cual calculamos:

r+1
i - Iim ———— -
i fl) = Hm
z+1

If — lfm ——— —
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Hay una asintota horizontal para y = 0. Y podemos concluir que no existen asinto-
tas oblicuas.

Con toda esta informacion obtenida podemos representar las funciéon:

2. (Murcia, Septiembre de 2009): Dada una curva de ecuacién y = e J_f 7 deter-
minar:
a) Dominio.
b) Maiaximos y minimos.
c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
d) Asintotas.

Solucién: Dado que la funcién y = f(z) no tiene puntos que anulen el denomi-
nador resulta que su dominio es todo R. Veamos ahora la derivada para estudiar la
monotonia de la funcion.

. 6z(z? + 1) — 22(32?) 6z

Yy = (:(:2+1)2 = (:)32+1)2

Observamos que el tinico punto que anula la derivada es = 0 y dado que el signo de
la derivada viene dado por el signo del numerador, pues el denominador el positivo,
resulta que la funcién decrece en (—o00,0) y crece en (0,+00) y resulta que z = 0
en un minimo de la funcion.

Veamos ahora las asintotas. En primer lugar no hay verticales, pero si una horizontal,
ya que:
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, ) 322
EEIJPOO fle) = mgrfoo 241 B
y
, g

Con lo cual y = 3 es una asintota horizontal y por consecuencia ya no hay mas
asintotas.

(Valencia, Septiembre de 2009): Dada una funcion f(z) = se pide:

1+ 22

a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes.

b) Ecuacién de las asintotas horizontales y verticales.

c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

d) Maéximos y minimos locales.

e) Representacion gréfica a partir de la informacién de los apartados anteriores.

Solucién: En primer lugar el dominio de la funcién es todo R ya que no hay
puntos que anulen el denominador. El tnico punto de corte es (0,0) ya que si
r=0— f(0) =0y viceversa.

En cuanto a las asintotas, no existen verticales, pero si hay una horizontal:

x
0

lim f(x)= lim =
——+00 f( ) z—4o00 1 + 22
Con lo cual y = 0 es una asintota horizontal y como consecuencia no existen asintotas
oblicuas.

Veamos ahora el estudio de la derivada para estudiar la monotonia de la funcién:

() = (1 +2%) —2(2r)  1-—a?

VT T 02 (1222

Ahora si f'(z) =0 — 1 —2* = 0 — z = +1. Ahora si estudiamos el signo de
la derivada, como depende del signo del numerador y f/(0) > 0, se tiene que f es
creciente en (—1,1) y decreciente en el resto. Ademas del estudio del crecimiento

y decrecimiento deducimos que x = —1 es un minimo y x = 1 es un maximo.
Calculando las ordenadas de estos puntos f(—1) = —3 y f(1) = 3 ya estamos en

disposicion de dar es esbozo de la grafica de la funcion que es el siguiente:
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4.

i

(Madrid, Junio de 2009): Se considera la funcién real de variable real definida
por f(x) = (z* — 1)?. Hallar los extremos relativos de f y la recta tangente a f en
r = 3.

Solucién: Comenzamos calculando f'(z) = 2(2*—1)2x e igualando a cero la deriva-
da, tenemos que si f'(z) =0= 2 =0,z = —1 y z = 1. Ahora tan sélo calculando
la derivada segunda y evaluando tendremos:

f7(0) < 0=z =0 es maximo
f"(z) = (423 —4x) = 1222 =4 =< f"(-1) > 0= 2 = —1 es minimo
(1) > 0= 2 =1 es minimo

Para calcular la recta tangente en x = 3 bastara con aplicar la férmula y — f(3) =
f'(3)(x —3) y como f(3) =64y f'(3) =96 se tiene:

y—64=96(x —3) =y =96x—224

(Madrid Junio de 2009): Se considera la funcién real de variable real definida
por:
20 — 1
rT) = ——
fla)=—5——0
Determinar las asintotas de f, especificando los valores del parametro real “a” para
los cuales f tiene una asintota vertical, dos asintotas verticales o bien no tiene asinto-

tas verticales.

Solucién: Comenzamos estudiando el discriminante de la ecuacién de segundo gra-
do 22 — x — a para ver las posibles raices. Dado que dicho discriminante es 1 + 4a
se tiene lo siguiente:

m Siag= —1 entonces x = 3 es una raiz doble.

» Sia < —- entonces como 1+ 4a < 0 no hay solucion.
) 1 _ 1+£+v1+4a

m Sia> ~1 obtenemos las soluciones ¢ = — 5
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Veamos ahora las asintotas verticales para cada uno de los tres casos:

) , 20 —1 , 1 , 20 — 1
» Sia = —— entonces lim ———— = lim r=+ooy lim —— =
4 —it T —a 1T T -1 TP —x —a

—00. Y en consecuencia x = % es una asintota vertical.

s Sia< ~1 entonces como 1+4a < 0 no tiene solucién se tendra que no existen

asintotas verticales.

1+ +v1+4a

1
» Sia> —1 las soluciones z = — s al no ser raices del numerador se

1++v1+4a

tendran dos asintotas verticales x = 5

Ademas existe una asintota horizontal en y = 0 ya que:

, 2z — 1
lim 2—:0
z—oo X2 — 1 —a

6. (Castilla la Mancha, Septiembre de 2009:) Dada la funcion:

—r—2 s r < =2
T+ 2
fx) = g sl —2<a<l
—(r—2)* si x>1
Dibujar su grafica y estudiar su continuidad en z = -2 y x = 1.

Solucion: Dado que se trata de una funcion definida a trozos, y dos de ellos son
rectas, siendo el ultimo es un trozo de pardbola. Conocidos los valores de las rectas
en dos puntos y unos puntos de la parabola asi como su vértice (2,0), el esbozo de
la grafica serfa muy sencillo. Ademads la primera y la segunda rama se pegan bien
pues f(—27) = 0 = f(—2%) con lo cual la funcién serfa continua en dicho punto,
pero f(17) =1+# —1 = f(17) con lo cual no serfa continua en x = 1. Para terminar
el esbozo de la grafica:

7. (Andalucia, septiembre de 2009:) Dada la funcién f(x) = 23 — 1. Se pide:
a) Hallar los puntos de corte con los ejes, la monotonia y los extremos relativos
si los tuviese.
b) Hallar los puntos donde la recta tangente tenga pendiente igual a 3.
Solucién: En primer lugar calculamos los puntos de corte con los ejes. En el caso

del eje de abscisas como y = 0= 2> —1=0= 2 = 1 y tenemos el punto (1,0). En
el caso del eje de ordenadas como # = 0 = f(0) = 03 — 1 = —1 y se tiene el punto
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(0, —1).

Para estudiar la monotonia y los extremos relativos, comenzamos calculando la
derivada f'(x) = 32% que es siempre positiva, luego la funcién es creciente y el tinico
punto que la anula es un punto de inflexién ya que anula la segunda derivada y por
tanto no existen extremos relativos.

En cuando a los puntos cuya recta tangente tenga pendiente 3 es equivalente a
calcular los puntos cuya abscisa la derivada es 3 osea 322 =3 =22 =1= 2 = +1
y por tanto calculando su imégenes como f(1) =0 yf(—1) = —2 serén los puntos

(1,0) y (—1,-2).

rz—1
2 — 1

8. (Andalucia, junio de 2009:) Dada la funcién f(z) = Se pide:

a) Hallar la ecuacion de la recta tangente en x = 1.
b) Estudia la monotonia de la funcién.
c) Busca sus asintotas, los cortes con los ejes y realiza una representacion grafica

aproximada.

Solucién: Veamos primero la recta tangente en x = 1, para lo cual utilizaremos su
expresion: y — f(1) = f'(1)(x — 1). Como f(1) = 0, calculamos

(2x —1) —2(x —1) 1

f(z) = TR @ Fay=1

con lo cual la recta serd y = x — 1.

Pasamos ahora a estudiar la monotonia, y si observamos la derivada de la funcién
es siempre positiva, luego la funcién es creciente y no hay puntos que la anulen.
No hay pues extremos relativos. En cuanto a las asintotas como x = % anula el
denominador solamente se tendré una asintota vertical ya que :
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i z—1 N i rz—1
im = +00 im = —00
el 20 —1 elt 20 —1
2 2
‘ , r—1 1 1 ‘ , .
Ademas lim = - con lo cual y = 3 serda una asintota horizontal. Y no

z—+oo 22 — 1 2
existiran oblicuas al existir horizontales. Ademas, si calculamos los puntos de corte

con los ejes resulta que respecto al eje de abscisassiy=0—-2—-1=0— z =1,
con lo cual tenemos el punto (1,0). Y respecto al eje de ordenadas como f(0) = 1
resulta el punto (0, 1).

Teniendo en cuenta toda esta informacion la grafica de la funcién quedaria asi:

7.3.2. Ejercicios propuestos

1. (Valencia, Junio de 2008)

a) Calcular los maximos y minimos absolutos de la funcién f(z) = 2* — 622 +
9z + 1 en el intervalo [1,4]. Justifica que los puntos encontrados son maximos
y minimos absolutos.

b) Estudia la continuidad en el intervalo [0, 4] de la siguiente funcién:

20+ 3 st 0<zr<l
o ={

2 —6224+9r+1 si 1<zx<4
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Solucién: La funcién f presenta maximo en x = 1 y = 4 y minimo en z = 3.
Ademads la funcién es continua en todo el intervalo.

2. (Valencia, Junio de 2008): Dada la funcién f(x) = % determina:

a) Dominio y puntos de corte con los ejes coordenados.

b) Ecuacién de sus asintotas.

c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

d) Maximos y minimos relativos.

e) Utiliza la informacién anterior para representarla graficamente.

Solucién: El dominio de la funcién es R\ {—2,2}. El inico punto de corte es (0, 0).
Las asintotas verticales son x = —2 y x = 2. La funcién tiene ademads una asintota
horizontal y = —1 y no tiene asintotas oblicuas. La funcién en (—oo, —2) U (—2,0)
y decrece en (0,2) U (2,400). Ademds f presenta un minimo en z = 0 y su grafica
aproximada es la siguiente:

o
!

3

3. (Valencia, Septiembre 2008): Dada la funcién f(z) = T 5¢ pide:
a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados.
b) Ecuacién de sus asintotas verticales y horizontales.
c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
d) Maéximos y minimos locales.
e) Representacion gréfica a partir de la informacién de los apartados anteriores.

Solucién: El dominio es R\ {—1,1}. El inico punto de corte con los ejes es (0, 0).
Hay dos asintotas verticales © = —1 y x = 1. No hay asintotas horizontales, pero si
una oblicua y = —z. La funcién es creciente en (—oo, —v/3)U(v/3, +00) y decreciente
en (—\/3, \/§) Ademés f presenta un méximo en z = v/3 y un minimo en x = —/3.
Con todo esto la representacion aproximada de la funcion es la siguiente:
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(Murcia, Septiembre 2008): Dada la curva de ecuacién y = , determinar:

2(x+1)
a) Los puntos de corte con los ejes coordenados.

b) Las asintotas.

c) Hacer una presentacién gréfica aproximada de la curva.
(Solucién:) Sélo hay punto de corte con el eje de ordenadas en (0, 5). Hay una

asintota horizontal en y = 0 y una vertical en x = —1. Con todo esto la repre-
sentaciéon grafica quedaria asi:

20 — 1
(Murcia, septiembre de 2008): Dada la curva y = 1
x

, calcular:

a) Los puntos de corte con los ejes coordenados.
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b) Las asintotas.
c) Hacer una representacion gréfica de la misma.

Solucién: Los puntos de corte con los ejes son (1,0) y (0,—1). Tenemos como

asintota vertical la recta x = —1 y como asintota horizontal la recta y = 2. No hay
asintotas oblicuas y la gréafica quedaria de la siguiente manera:

6. Estudia y representa las siguientes funciones:

a) f(x)=a3+22%> -3z +1 9) flz)=a*—a
ZE+2 21'2—1

2 f(x):x2—6x+5 h) f(?U)ZxQ—Jr2

0 S =t D J(@) =t — 82212

d) f(x)zlfxz 7) f(l’):m

e) f(z)=2"—62°—8r—1 k) f(z)=a"+42° +32® =2z +1
5 VI T 16

£ f@)=g— D flo)=——p
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Solucion:

+2

f(x):x2—6x+5

f(x)=23222 3z +1

_a*1
=5

2
flr)=o2

/

flx)=2" 62> 8z - 1
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/TN

2221
fte)= %4 2
flej=et = \ | /

A

\J

flx)=a* 8z% 2

flx)=2"% 2332222 +1

flw)=

T

(@+5)°

S




Capitulo 8

Iniciacion a las integrales

8.1. Introducciéon

El calculo diferencial e integral, también llamado Calculo, constituye una potente her-
ramienta en la resolucion de problemas de Fisica, Ingenieria, Economia y, en general, de
Ciencias Naturales y Sociales.

Si nos remontamos al S. I1] a.c, Arquimedes obtuvo el area de algunos recintos
curvos (circulo, segmento de pardabola,...), y lo hizo sumando “infinitos” trocitos de dreas
practicamente nulas, mediante un procedimiento que contenia la idea ain no precisada
de paso al limite.

Estas ideas iniciales permanecieron estancadas hasta el S. XV I1.

El matematico inglés Isaac Barrow (1630-1677) fue el precursor del cdlculo de inte-
grales definidas, enunciando la regla que lleva su nombre y que conecta la integral definida
con la indefinida, y por tanto, con las derivadas.

Por tltimo, la gran aportacion de Newton y Leibnitz, por la cual se consagran como
los padres del Calculo infinitesimal, fue relacionar el cdlculo del area encerrada entre una
cierta curva y el eje OX con el problema de la tangente:

e La pendiente de la recta tangente a una curva y = f(x) en un punto
xg es la derivada en ese punto: f'(zo).

e El drea encerrada bajo la curva y = f(z) se obtiene a partir de una
funcién F(z), cuya derivada es f(z).

Este resultado precisamente es el que hace relevante la buisqueda de las primitivas de
algunas funciones.

En esta unidad, veremos el cdlculo de primitivas elementales y trataremos su apli-
cacion al calculo de area de recintos planos limitados por curvas.

135
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8.2. Primitiva de una funcion

Teorema 1. Sea f : (a,b) — R una funcién real de variable real. Diremos que la funcion
F(x) es una primitiva de f si se cumple que F'(z) = f(z).
Se tiene que si F'(z) es una primitiva de f(z), también lo serd F'(x)+C siendo C' € R.

Denotaremos al conjunto de todas las primitivas de f como [ f(x)dz.

Ejemplo 62. Si f(z) = 2z entonces [2xzdzr = 2”4+ C.

8.3. Integrales inmediatas

Diremos que la integral [ f(z)dx es inmediata, si podemos calcularla sin usar ninguna
transformacion. Esto es, si directamente hallamos una funcién F(z) tal que F'(z) = f(z).
Tenemos las siguientes integrales inmediatas:

1.- /d:v:x+0

xn+1
n+1

+C

2- [a"dr =

1

4 /1dx —In(z]) +C
X

5.- /e’“"da: ="+ C

6.- /axdx:la—+0

na
7.- f senxzdr = —cox + C

8.- /cosxdx = senx + C

9- [ (1+tg*x)de =tgz + C

1
10.- / —dr =tgx +C

COS“T

11- [ (14 cotg*x)dx = —cotgzx + C

1
12.- / dr = —cotgr + C

sen?

= arcsenx + C = —arccosx + C

1
13.- —dx
/ V1—a22

1
14.- / dr = arctgr + C = —arcotge + C

1+ a2
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8.4. Integrales Semi inmediatas

Una integral [ f(z)dz es semi-inmediata si f(z) es de la forma f(z) = F'(G(z))G'(z).
En este caso se tendrd que [ F'(G(z))G'(z)dx = F(G(z)) + C.

Ejemplo 63. /ef(”)f'(;c)dx — /@ 4

['(x)
14 22
coST
V1 — sen?x

3x% 42
Ej lo 66.
Jempro / 3+ 2x

Ejemplo 64. / dr = arctg(f(z)) + C

Ejemplo 65. dx = arcsen(senz) + C =z + C

dz =1n (|2° + 22]) + C

8.5. Propiedades

El método de descomposicién para integrales parte de las siguientes propiedades:
(a) [af(z)dx =a [ f(z)dx
(b) J (f(x) £g(x))de = [ f(z)dz £ [ g(x)dz

Haciendo uso de estas dos propiedades de la integral, podemos resolver integrales de
la forma [ (f(z)+ g(z))"dx, sin mds que realizar el binomio e ir integrando funcién por
funcién.

Ejemplo 67. /(ac2 —1)%dr = /(x4 —22° + 1)dz = /x4da: + / (—22%)dx + /daz =
1 2
5x5 — gx?’ +z+C

8.6. Integracion de funciones racionales

P(x
x
funciones polinémicas y estédn definidas siempre que Q(x) #

~—

Las funciones racionales son de la forma f(x) = , donde P(z) y Q(z) son

O

e

Las funciones racionales se transforman en una suma de fracciones, que tienen por
denominador polinomios de primer grado o segundo grado irreducibles.

Supondremos que el grado del numerador es menor que el grado del denominador,
pues en caso contrario, haciendo la divisién entera, se tiene:

P(x) R(x)
, Q) #0
Q) Q) 9
y el problema se reduciria a integrar la funcién polinémica C'(z), que es inmediata, y
la funcién R(z)/Q(x), cuyo numerador es de grado inferior al denominador. El proceso
consta de tres pasos:

=C(z) +
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1. Recordamos este resultado de dlgebra: “Todo polinomio con coeficientes reales se
puede descomponer en un producto de factores lineales y cuadraticos irreducibles”

2. Descomposicion de la funcion en fracciones simples: el esquema es el siguiente:

P(x) A B C
Q(x)_a:—a+x—b+x—c

+...
donde habra que determinar las constantes A, B, C,...

Nota: Si alguna raiz es doble, tendremos que tenerla en cuenta con una nueva
constante.

3. Integracién de los sumandos.

1.3

Ej lo 68. Calcul —d
jemplo Cacuar/x2+3m_4x

En este caso, el grado del numerador es mayor que el denominador, luego hay que
efectuar la divisién y aplicar:

P(x) R(x)
=Clx) +
aw ~ " gw)
En nuestro caso, tenemos: xg ) 224+ 32-4
3 - 132 — 12 —:L'—39;2—|—4a; -3
o T a. L o a1 -3r°+ 4o
2 — 4 2 —4
z?+ 3z v s 3024 9z - 12
13z - 12
Por lo tanto:
x? 13z — 12
——dr = —3)d ———d
/:1:2+3a:—4x /(x )%+\/x2+3x—4l;
i @

(1) Es inmediata:

(2) Tenemos una nueva integral donde el grado del denominador es mayor que el del
numerador y no es inmediata. La solucion estd en descomponer en producto de factores
lineales: sabemos que x? + 3x — 4 = (x — 1)(z + 4). Asi pues:

13z — 12 A B

x2+3x—4_x—1+x—|—4

13z —12 Az +4)+ B(r—1)
2+3x—4 (v —1)(z+4)

= 13z - 12=A(x +4)+ Bz — 1)
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Llegados a este punto, para hallar A y B, daremos los valores © = 1y xr = —4 que
hacen cero las expresiones x — 1 y x + 4 respectivamente:

r=1=—=13-12=5A+B-0—=1=5A— A=1/5.

r=—4=— —52—12=A.0+ B(—5) = —64 = —5B —> B = 64/5.

132 — 12 1/5 64/5
O = [ L2 g 242
/x2+3x—4x /x—1x+/x+4x

11 64 [ 1 1 64
_ dr + — — Cllr -1+ — A+ C
5/x—1x+5 P |+5/|x+‘+

Por lo tanto:

La integral inicial queda:

z3 (x—3)% 1 64
—dr = -1 — 1|+ — 4
/£2+3x_4x 5 +5n|x |+5/|x+ |+ C

. X
Ejemplo 69. CCLZCUZGT/deL‘

234322 —4 = (z — 1)(z + 2)* y la descomposicién queda:

x A B C
3+ 322 -4 (3:—1)+(x+2)+(x+2)2
x CA@+2?+ Bz —-1)(z+2)+C(z —1)
23+ 322 —4 (x —1)(z+2)?

r=Alx+2)?+ B(xr—1)(x +2) + C(x —1). Y en este caso, daremos los valores
= -2,z =1y x =0, ya que tenemos que hallar tres valores, A, B y C. El caso de
= 0 es por el miembro de la izquierda:

T

T
r=-2=—-2=(C(-3)=C=2/3
r=1=1=94A=—= A=1/9

:1::0:>0:4A—QB—C:>0:%—28—§:>B:—é

Por lo tanto:

x 1/9 ~1/9 2/3
———dx = d d —d
/x3+3m2—4x /x—1x+/x+2 x+/(x+2)2x

L[ 1o 2 1 1 1 2 (—1)
_ do—= dotl | — e =g —1—=|r 42+ " 4o
9/9(:—1 v 9/:c+2 er3/(a:+2)2 v=ghle—lf=glhle+2+a o+
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8.7. Integracion por partes

El método de integracion por partes se basa en la derivada de un producto de fun-
ciones. A partir de él se halla una regla que permite calcular la integraciéon de un producto

de dos funciones:
/UdV:UV—/VdU

que es la formula correspondiente al método de la integracion por partes.

En muchos casos, una regla nemotécnica viene muy bien para recordar féormulas o
reglas como la de la integracion por partes. Aqui proponemos la nuestra:

/ Un Dia Vi = Una Vaca — / Vestida De Uniforme

Para la regla general, llamaremos U a la funcién que sea mas facil de derivar, y dV/
a la funcion que sea mas facil de integrar.

Nota: podemos proponer otra regla mnemotécnica que nos facilitara saber qué fun-
cién es la idénea para derivar (es decir, a qué funcién se aconseja llamar U). A nuestra
regla la llamamos “ALPES” .

Por este orden, la inicial nos senala cual seria la funcion mas facil de derivar:
A= Arcotangente, Arcoseno, Arcocoseno, ...

L= logaritmo.

P= polinomios.

E= exponenciales.
S= seno, coseno, tangente, ...

Ejemplo 70. Calcula /2xexdx

Llamamos U = 22 = dU = 2
dV =e¢"=V = [e"dr=¢"+C

Aplicamos: [UdV = UV — [ VdU y sustituimos cada variable por la funcién que es:

/Qxexda: = 2ze” — /ex < 2dx = 2xe” — 2 / e*dx

=2ze® — 2"+ C =2e"(x— 1)+ C

Ejercicio 30. Calcular/wsen2 xdx, /x?’e’:dw
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8.8. Integral definida

Como ya hemos comentado anteriormente, las integrales sirven para calcular areas
de figuras no geométricas. En nuestro caso, nos limitaremos a calcular el area bajo una
curva y el area encerrada entre dos curvas. Si bien es cierto que, la segunda se puede ver
como caso particular de la primera.

En adelante nos centraremos en el concepto de integral definida.

Definicién 40. El drea entre la grdfica de la funcion y = f(z), el eje OX y las rectas

/a ' Ha)de

r=ayx=>, eslaintegral definida:

(6.53, 4.05)

(11.96,1.38)

Para calcular la integral definida fab f(x)dx hallamos una primitiva de f, F', y ten-
dremos que:

a

/ f(@)dz = [F(2)]’ = F(b) — F(a) (Regla de Barrow)

Ejemplo 71. Calcula el area encerrada por la curva de la grifica de y = %3 — %2 +3
entre los puntos x =1 yx =3
3 2
Solucién: En primer lugar, debemos hallar una primitiva de 37 + 3. Para ello,
hacemos la integral
3 2P L
/(g—?+3)dx:E—E+3$+C

Puesto que C' es una constante, en cuanto apliquemos la regla de Barrow se cancelard,
por lo que, podemos tomar C' = 0.
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El area que nos piden es
3 3 2 4 3 3 4 3 4 3
x x x x 3% 3 1 1 131
—— —+3)dr=|———+3| =——=——4+33—(—=——+3-1 2
/1(3 2+>x [12 6 T ]1 2 6" (12 6 " ) 6

Tomamos como unidad de medida la unidad u, entendiendo que pueden ser centimet-
ros, metros, etc.

3
Ejemplo 72. Calcula / (x2 — 2z + 2) dx
2

Solucién:

3 2

3 2 8 10
S 2423 (2-2242.2)=6-2=—
(3 2 3) <3 i 651

8.8.1. Propiedades de la integral definida

3 3 2 3
2
/@2_2“2)@:[2_&”4
2

b
1. Si f(x >0), entonces / f(x)dz >0 Vz € [a,]

2. Si f(x > g(x), entonces / ' fa)de > / @)z Vo € fo,]
s [ s vasen=c [ @+ [ o

s / f(a)da / @)z

5. / fla)de + / ’ fa)de = / ' fa)da, Va € (0,4

6. /b f()de = - /ab f(2)da
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7. /aa f(z)dx =0

b
8. Sif(r)<0y / f(z)dz = 0 entonces f(x) = 0.

Ejercicios: Calcular:
a) [ sen zdx

%2 (22 — 4)dw

b) J_

c) f02 e’dx

8.9. Calculo de areas de recintos planos

A continuacion daremos forma a lo aprendido en esta unidad. Precisamente, el objeti-
vo principal es la aplicacion del calculo de primitivas al calculo de areas de recintos planos.
Como paso previo, serd importante tener en cuenta una serie de pasos de representacién
de funciones.

1. Representacion grafica del recinto de la funcion f.
2. Delimitacion del recinto cuya area deseamos calcular.
3. Estudio del signo de la funciéon f en el intervalo correspondiente.

4. Utilizacion, en el caso de que exista, de la simetria en el recinto.

Para. el calenlo de grea. tendremos en cnienta los sionientes casos:

El siguiente ejemplo nos muestra cémo calcular el area limitada por una curva,
la de ecuacién |y = 2® + 1, el eje OX y en el intervalo [2,3], es decir, entre las
rectas x =2y = 3.
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Ejemplo 73. Calcula el drea de entre la curva de
ecuaciony = 2°+1, el eje OX vy las rectas x = 2 y
x = 3. Solucién: Hacemos una representacion
grafica aproximada de la grdfica. Vemos que el
drea limitada por la curva y = 22 + 1 el eje OX
ylarectasx =2 yx =3 es

3 3 3
Az) = / (2% + 1)dz = {x_ + x} _ 2,
) 3 7,73

f(z) < 0Vx € (a,b). )

Puesto que la funcién es negativa, la integral f(z)dz dard como resultado un valor

negativo. Ahora bien, el area es una magnitud pc?sitiva, de lo que deducimos que tenemos
que introducir el valor absoluto. Asi pues:
b
[ s
a

Ejemplo 74. Calcular el drea limitada por la curva de ecuacion y = —x2, el eje OX en
el internaln 19 21

Ax) =

o

Solucién:

Ax) =

/2 3(—x2dx)

= 7],
f(z) es positivo y negativo en (a,b).
Suele ser el caso més frecuente. Actuaremos de la siguiente forma:

e Se resuelve la ecuacién f(x) = 0 para averiguar los puntos de corte con el eje
0X.

e Se seleccionan las raices comprendidas en [a,b]. Supongamos que son xq, 3
y x3. Haciendo un pequeno esbozo de la grafica, la situacion puede ser la
siguiente:
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Vemos|qué zonas estan por encima y qué zonas por debajo. El area que nos

piden gera:
Ay (z) + Ag(x) + Az(x) + Ay(z
/ f(z)dz

/fdx+/fdx/fdx+

Ejemplo 75. Hallar el drea comprendida por la curva de ecuacion y = a3 — 422 + 3x, el
eje OX y las rectas x =0 y x = 4.

Solucién: Sacamos el signo del polinomio x® — 42? + 3x. Las raices son 1 =0, 25 =1y
T3 = 3.

Como las tres soluciones estén comprendidas en el intervalo [0, 4], estd claro que tenemos
tres zonas en donde tenemos que diferenciar, esto es, Ay, Ay vy As.

Hacemos un pequeno esbozo, para lo cual nos vendra muy bien el signo.

/

Calculamos el area de cada recinto usando la regla de Barrow:
1

! 4y 32 1 4 3 5
A = 3—42 d: x——— _— = (- — — —) — = —
1() /O(x x® + 3x)dx {4 3+2L (4 3+2) 0 D
3
32 32
= 3— 2 = |- = —
Ay(z) = /1(33 4z* + 3z)dx ' 3|~ 15
A()—/4(3—42+3)d _ x4_4x3+3x24 59
= 3 ! ’ = 4 3 2 3_12



8.9 Calculo de areas de recintos planos 146

Asi pues: A(x) = Aj(x) + Ay(x) + Az(x) = — +

5 32 59 ,
TRETRET I

8.9.1. Ejercicios

a)

Halla el drea comprendida entre la curva de ecuacion y = 3z + 2, el eje OX y las
rectasx =1y x = 3.
Sol. A =16 u*

Calcula el rea del recinto limitado por la parabola y = 22 — 4z y el eje OX.

Observar que no se limita el recinto por rectas verticales, del tipo x = a.
Sol. A =10,7 u?

Halla el drea comprendida entre la curva de ecuacién y = 2% — 4z, el eje OX y
lasrectaszx =1y x =4
Sol. A = 38,25 u?

B) Area plana encerrada por dos funciones. Se pueden presentar dos casos:

Que nos den los limites de inteeracion. es decir. aue el recinto se limite, también

| [t | (137,

-24.25)

Alr) =

/a (f(z) = g(x))dx‘

Una vez que hacemos el esbozo de las graficas, queda claro qué funcion esta enci-
ma. Ahora bien, es conveniente hallar el signo de la funcién h(x) = f(x) — g(x).
El problema de calcular el drea comprendida entre dos funciones, limitada por
las rectas * = a y © = b, es el equivalente al de, calcular el area comprendida
por la curva de ecuacién y = h(z), el eje OX y las rectas x = ay = = b.

Que las funciones se corten en uno o mas puntos.

Ahora, es posible que, se corten en méas de dos puntos y por consiguiente que
las funciones cambien de posicion, de estar encima a estar debajo. Ademas, el
problema se puede completar, anadiendo rectas verticales para ampliar o recortar
el recinto. Area encerrada por dos curvas
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EQ.) -

,_‘H -

/i

El area del recinto sombreado de la figura 1 es

Alx) = Ay(z) + Ag(z) = / (@) - gla))da +

1

/ (@) - g(a))da

2

Ejemplo 76. Calcula el drea comprendida entre y = 23 e y = —x2 + 2.

Solucion: Buscamos los puntos de corte, para ello, igualamos:

= 2?42 = 2+’ -2 =0 = 2(2’+2-2) =0 =12, =0, 1y = -2, 13 =1

Hacemos un pequeno esbozo de las para situarnos:

Teniendo en cuenta que, desde —2 hasta 0, las grafica de ecuacién y = 2 estd por
encima de la de y = —2? + 22 y que, sucede justo lo contrario, desde 0 hasta 1, el 4rea
se calcula:

0

JM@:A4@+Amw:/ﬁﬁ—cﬂ£+mn+

-2

(KW—G%+%Wm=
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x4+x3 20+ x4+x3 JY 8 50 37,
—_— — — X _ — — = — —_— = — U
4 3 L 4 3 of 3 12 12
8.10. [Ejercicios del tema
1. Hallar el area comprendida entre las d) y=2>ey=—a>+2
dos pardbolas y = 22 e y = —222 + 3. (Sol: % ?)
2. Hallar el area del recinto limitado por ) 94?1 5r—3ey—=23r+1
la parabola de ecuacién y2 = 4z | el g(JSol' 9 u?) Y
eje de ordenadas y la recta x—2y+4 = )
0. 11. Calcula el 4rea de los recintos limita-
3. Hallar el area encerrada por la curva dos por:
x-y =4, eleje OX y las rectas x = 2
yr=4. a) La funcién f(z) =2? —2x+1y
los ejes de coordenadas.
4. Calcular el area limitada por la grafi- (Sol: 1 )
ca de las funciones f(x) = 2?2 + 1y "3
g(x) =2z + 1. b) La curva y = 23, la recta x = 2
5. Hallar el area limitada por las curvas y el eje O2X.
2 2 (SO].: 4y )
y=x"—-4ey=4—2a2°.
o c) La funcién y = senz, el eje de
6. Hallar el area limitada por las curvas abscisas v las rectas z — m .
_ 2 _ = 7
y=—-x"+xr+2ey x4+ 2. - 4
r=——.
7. Calcule el area comprendida entre los )
semiejes positivos de abscisas y or- (Sol: 0,58 u”)
denadas y la ggréﬁca de la parabola d) La funcién y = cosz y el eje OX
y=4—(z—-1)% entrez =0y z = p.
.o 2
8. Halle el area de la regién del plano (Sol: 2 u’)
limitada por el eje OX, la curva y = ) )
23 — 1z y la recta = = 2. 12.  Calcula el drea comprendida entre las
curvas: y = 22 e y = 3 — 27.
9. Hallar el drea de la regién limitada por (Sol: 32 u?)
las graficas f(x) = 23—z y g(z) = 22 3
10. Calcula el 4rea comprendida entre las 13- Calcula el drea comprendida entre las
CUTVAS: curvas: y = 4 — 2% e y = 322
a) y:$26y:x (SOI.?U)
Loy
(Sol: 6 u’) 14.  Calcula el area comprendida entre las
D) y=aley=1 curvas: y =x ey = x2 — 2.
4
(Sol: 3 u?)
) ey — 2 15. Hallar el 4rea limitada por la curva
y= 1y2_ y =123 — 622+ 8z y el eje OX.
(Sol: — u”) (Sol: 8 u?)
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

Hallar el drea limitada por la curva 22. Dada la curva de ecuacién y = 2® —

1 222 + x, halla la ecuacién de su tan-

Yy = > viasrectasx = -1, 2 =1 i >
4 T x gente en el origen y calcula el area de
ey=— la regién que queda encerrada entre la
2 1 , curva y la tangente.
. - 4

Dada la curva y = 22 + 2z + 2, halla

el drea limitada por la curva, la recta 93 Halla una funcién f de la cual sabemos

tangente en el punto donde la funcion que:

tiene un extremo y la recta tangente a

la curva de pendiente 6.

9
Sol: = u?

(Sol: ; )

De entre las primitivas de f(z) =

22 —3x+1 halla la que pasa por (0, 1).
1
x2

fl(x) =32 =22+ 5y que f(1) =0

(Sol: f(x) = 2® — 2® + 5z — 5)

De entre las primitivas de f(z) =

halla la que pasa por el punto (1,0). 24. Halla el area del recinto limitado por

y=e" , y=e* rz=1r=—-1yel
Hallar el area del recinto limitado por eje OX,
: _ 4 2
las curvas de ecuaciones f(x) = x* — (Sol: (2 _ _) u?)
202 +1leg(x) = —a®+1. e

4
(Sol: — u?)
15 25.  Dibuja los dos recintos acotados deter-

Calcula el area limitada por la gréfica minados por las intersecciones de las
de y = x + 22, la tangente a esa curva curvas y = 23 e y = —z%+2z. Calcula
en xr = 2y el eje de abscisas. el area total de 8dichos recintos. .
16 2
P Sol: A(Ry) = = A(Rs) = —
(Sol: - u?) (Sol: A(Ry) = 5 u” y A(f2) = 5)

8.11. Ejercicios resueltos

1.

(Castilla-La Mancha, septiembre de 2009) Dada la funcién

1 st r<3
flx)=X (z+1)? si —-3<z<l
—4xr+8 st x>1

se pide:

a) Dibuja su grafica.
b) Estudia su continuidad en z = -3 y en 2 = 1.
c) Calcula el drea del recinto cerrado delimitado por la gréfica de la funcién y el

eje horizontal.

Solucion:
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a) Para dibujar, intuitivamente la grafica, tendremos en cuenta que es una funcién
definida a trozos, y por ello, cada “trozo” sélo podremos definirlo en los puntos
que indique el intervalo. Asi pues:

b) En la grafica se ve perfectamente, cémpb no va a\ser continua en x = —3 y si lo
serd en r = 1. Demostrémoslo:
Continuidad en = = —3:
. f(-3)=1
o lim f(x)=1
T——3"
; Y 2_ (_9\2 _
o lim f(r)= lim (o4 1)’= (~2)* =4
Como f(—3) # ll’II}))Jrf(ZE)?é h’néif(x).
f no es continua en z = —3.

Continuidad para z = 1:
o f(1)=—-4+8=14
e lim f(z)= lim (z +1)°=4
rz—1~ rz—1~
e lim f(z)= lim (—4z + 8)= 4.
z—1+ z—1+
Como existen los limites laterales, coinciden, y ademés coinciden con el valor de
la funcién en el punto, podemos afirma que f es continua en x = 1.

1 i 137" 14
—1 1 1
2. (Valencia, junio de 2009) Dada la funcién
- st x<—1
flx)=q¢ v—1 s1 —1<z<4

2?2 —2r -6 si 4<x<6

a) Estudia la continuidad de la funcién f(z) en el intervalo (—2,6).

b) Calcula el area de la regién del plano limitada por las rectas y = 0, x = 1y
T =D.

Solucion:
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a) Se trata de una funcién definida a trozos, compuesta por funciones polinémicas
y por tanto continua en cada uno de los “trozos” en los que hemos dividido
el dominio. El problema “real” de su continuidad lo vamos a tener en aquellos
puntos donde la funcién cambia de rama, es decir, en . = —1, 4:

Continuidad en z = —1
o f(-1)=—-1-1=-2
o h'rriif(a:): h'rrii(—x)zl

e lim f(r)= lim (z —1)=—2.
x~>71+f( ) x~>71+( )

3 ll’m1 f(z) al no coincidir sus limites laterales, luego f no es continua en x = —1.
T——

Continuidad en z = 4

* f(4)=2
e lim f(x)= lim (z —1)=3
x—4- x—4~
, Y 2 CA)—
o xlirﬁf(x)—mlirg(x 20 —6)=2.

3 h’n}1 f(z) al no coincidir sus limites laterales, luego f no es continua en x = 4.
Tr—
En conclusién, podemos decir que f es continua en el intervalo (—2,6) excepto

enr=—-1lyxz=4.

b)
/14(35 — 1)dx + /45(952 — 27 — 6)dw

2 4 3 5
1 1
o + Lo 6x| |=8-4— (-2 +—6:@u2
2 1 3 4

2
Un esbozo de la grafica es:

®

~

o

o

IS

w

N

o
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3. (Murcia, junio de 2009) Calcula el area del recinto limitado por la pardbola de
ecuaciéon y = 4—a? y larecta y = x+2. Hacer una representacién gréafica aproximada
de dicha area.

Solucion: Veamos los puntos de corte:
4—a?=r4+2= 2" —04+2=0=1,=-2, 1y =1
Asi pues:
‘/ —2*—2—2)d ’/ —2? — 2+ 2)dx
2P 1 1 8 29
=||-=—-=+2 =[—=—z4+2)-(—=-2—-4)| ==
H3 o] || (-5e2) - (50 - 7
y=x+2
y=4-x?2
4. (Castild- juni 2009) Sea la fupcion:
0 st o< =2
flx)=¢ a*—4 si —2<x<3
(x—2)? si >3

a) Representa la funcién.
b) Estudia la continuidad en z =2y z = 3.

c) Calcula el drea entre f y el eje horizontal.

Solucion:

a) Un esbozo aproximado de la gréfica, teniendo en cuenta que se trata de una
funcién definida a trozos, seria:
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b) Si observamos el gréfico,a primera vista, va ser continua en © = —2 y discontinua
en r = 3. Veamoslo:

Continuidad en x = —2:
. f(~2)=0
o h'néif(x): h’n%i(): 0

, Y 2 N\
o lin f(r)= lim (:*—4)=0.

Luego f va ser continua en x = —2 porque existen los limites laterales, coinciden
y ademas son iguales al valor de la funcién para ese punto.

Continuidad en z = 3:

. F(3) =1

o lirélif(x): 11'%17 (x> —4)=5
, 1  9\2_

. rli>r£1+f(x)—zlir§1+(x 2)°=1.

Como los limites laterales no coinciden, no existe el limite, y por tanto f es
discontinua en x = 3.

8 8 16 32
=z -8~ (—=+8])|=|=—16| = = v
s ()=

5. (Madrid, junio de 2009) Sea

20+24 st x <3
flx)=< z*+9 si —-3<x<2
—x+15 st x> 2

a) Representa graficamente la funcién f.
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b) Hallese la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa

r =1

c) Calcula el drea del recinto plano acotado limitado por la grafica de f y el eje
0X.

Solucién:

a) Se trata de una funcién definida a trozos. Un esbozo aproximado serfa:

204

b) La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién f en x = 1 vienen
dada por:

y—f(1)=f)x-1)
para ver f(1), me fijo en la parte de la funcién definida para (—3,2], y en este
caso es f(z) = 2>+ 9.
f()y=1+9=10
fl(x) =20 = f'(1) = 2. Asi pues: y — 10 = 2(z — 1).

Por tanto, la ecuacion referida es precisamente y = 2x + 8.

Ex

| Y
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Observemos que en la grafica,

Ay y Az son tridngulos. En este caso, podemos

aplicar la geometria del triangulo:

9-18 -
A = = 81 u*. Obviamente A; = / (27 + 24)dx = 81 u?
—12
2 3 2
170
Azz/(x2+9)dm={x—+9x1 =— u?
3 3 3 3
13-13 169 10
Ay = """ = """ % Ademids A3 = / (—x + 15)dx
2 2 )
Asi pues:

ATotal:A1+A2+A3:81—|——_|_

6.

) =4

Dibuja su grafica.

b) Estudia su continuidad.
c)

abscisas.
Solucidn:

—x2—2x+3 si
lz — 3

170 1333
= —u

6

169
2

2

3

(Castilla-La Mancha, septiembre de 2008) Dada la funcién:

z <0

st x>0

Calcula el area del recinto limitado por la grafica de la funcion y el eje de

b) Es obvio que la fundién, segin ¢

bl esbozo de la grafica, es continua. Demostrémoslo

analiticamente; ambas funciones son continuas por tratarse de composicion de
funciones continuas bien definidas en su dominio:

Continuidad en z = 0:

e f(0)=3
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Luego f va ser continua en z = 0 porque existen los limites laterales, coinciden
y ademas son iguales al valor de la funcién para ese punto.

Conclusion: f es continua en todo R.

0 3
Aotal = / (_xQ — 2+ 3)dl’ + / (—Zlf + 3)dl’
0

-3

3 0 2 3
27
:[—x——x2+3$} +{—x——l—3x} =’
3 L 2 0 2

8.12. [Ejercicios propuestos

3
-z +1,

1
1. (Murcia, junio de 2008) Calcula el area limitada por la curva y = 3% 5

el eje OX y las rectas de ecuaciones x =0y x = 3.

11
lucién: A = — 2
Solucion 12u

2. (Murcia, septiembre de 2008) Considérense las funciones siguientes: f(z) =

r—2; g(x) = 22

a) Hallar los méximos y los minimos de la funcién y = f(z) - g(x).

b) Hallar dos primitivas diferentes de la funcién y = f(x) - g(x) .

Solucion:

a) En z =0 hay un maximo y en = = 4/3 hay un minimo.
4 4
b) /mQ(a: — 2)dx = % — 2z + C. Dos primitivas serfan H;(z) = % —2r+3y
4

Hy(z) = % — 22 — 1500.
3. (Castilla-La Mancha, junio de 2008) Dada la funcién

e +2] si < -1
flx) =< k st —l<ax<l
(x—2)% si z>1
a) Halla el valor de k para que la grafica sea continua para r = —1.
b) Para ese valor de k, dibuja la grafica.

c) Calcula el drea del recinto limitado por la grafica de f y el eje de abscisas.
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Solucion:

C) EL re

ATotal = Al + AQ + Ag = E u2

4. (Madrid, junio de 2008) Calculese el area de la regién plana acotada limitada por
las gréficas de las funciones reales de variable real: f(z) = 2% —z y g(z) =1 — 22

Solucién: A(x) = 2 u?

5. Se considera la funcién real de variable real definida por:

f(x):M, z 0

Xz

a) Determinar las asintotas de f.

b) Calctlese sus maximos y sus minimos relativos y determinese sus intervalos de
crecimiento.

c¢) Calcilese la integral definida ff f(z)dx.

Solucion:
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a) Asintota vertical en x = 0, no hay asintotas horizontales y hay una oblicua:
y=x+1

b) Hay un méximo relativo en (—+/2; 1,8), un minimo relativo en (v/2; 3,8).
La funcién f crece en (—oo; —v/2) U (v/2; +00) y decrece en (—v/2; v/2).

c) /12f(x)da:: g +2In2.



Capitulo 9

Calculo de probabilidades

9.1. Introducciéon

En este tema introduciremos una serie de herramientas importantes. Herramientas,
basicas en el estudio de la Inferencia Estadistica, y que veremos en el tema siguiente.

Apareceran términos como experimento, suceso, union e interseccion.
Daremos a continuaciéon una serie de definiciones previas.

Toda experiencia que dependa del azar, diremos que es una experiencia aleatoria.
Un ejemplo de experiencia aleatoria aparece cuando lanzamos un dado. Y si nos pregun-
tamos por el hecho de, si al lanzar dicho dado, saldra un 1, estaremos hablando de un
suceso aleatorio.

Si atendemos ahora a los posibles resultados del lanzamiento de nuestro dado, tenemos
6 posibles sucesos aleatorios asociados a dicho dado. Estos son:

E={1,2, 3, 4,5, 6}

A cada uno de estos sucesos, los llamaremos sucesos elementales. Por ejemplo, el suceso
Par= {2, 4, 6}, consta de los sucesos elementales 2, 4 y 6.

Al conjunto de todos los sucesos posibles de un experimento aleatorio lo llamaremos
espacio muestral.

Dentro del conjunto de todos los sucesos, existen unos sucesos peculiares, como por
ejemplo el suceso seguro, que no es ni mas ni menos, que salga alguno de los niameros.
Como contrapartida, estd el suceso imposible, ().

De la misma manera que se pueden sumar nimeros reales, podemos “sumar” sucesos.
Ahora bien, a esta suma, la llamaremos unién de sucesos. Existen otras operaciones con
SUuCesos.

159
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9.2. Operaciones con sucesos

Sea E el espacio muestral correspondiente a una experiencia aleatoria. Sean A y B
dos sucesos cualesquiera de E. Se definen las siguientes operaciones con sucesos:

1. Unidén: AU B como el suceso que resulta de unir los sucesos elementales de A con
los de B. Aunque el suceso elemental 1, aparece dos veces, no hace falta repetirlo
en AUB

2. Interseccién: AN B como el suceso formado por los sucesos elementales que apare-
cenen Ayen B.

3. Diferencia: A — B, como el sucesos formado por los sucesos elementales que estan
en A pero no en B.

4. Complementario: A°o A

Ejemplo 77. Consideremos Epas = {1, 2, 3, 4, 5, 6} y sean A = {1, 3, 5}, B =
{1, 2, 4}
AUB={1, 2, 3, 4, 5}

Aunque el suceso elemental 1, aparece dos veces, no hace falta repetirlo en AU B.
ANB={1}
A—B=1{3, 5}
A=1{2, 46}, B={3, 5, 6}

Ejercicio 31. Sean A y B los de arriba, y sea C = {3, 4}. Comprueba que se dan las
siguientes igualdades:

Union Interseccion
Conmutativa AUB=BUA ANB=BnNA
Asociativa AUu(BUC)=(AUuB)UC An(BNC)=AnNB)NC
Idempotente AUA=A ANA=A
Stmplificar AU(ANB)=A AN(AuB)=A
Distributiva | AU(BNC)=(AUB)N(AUC) | AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
Neutro AUudD=A ANE=A
Absorcion AUE=F AND=10

9.3. Definiciéon de probabilidad

El concepto de probabilidad admite varias definiciones, segiin el punto de partida que
se tome. La definicion que adoptaremos sera la de Andrei Kolmogorov.
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Definicién 41. Sea E un espacio muestral. Sea S el conjunto de todos los sucesos de E.
Llamaremos probabilidad o toda aplicacion P definida entre los conjuntos S y R,

P:S—R
A*)P(A)

verificando los axiomas siguientes:

Axioma 1 La probabilidad del suceso sequro o espacio muestral es 1.
P(E)=1

Axioma 2 cualquiera que sea el suceso A, su probabilidad es un nimero no negativo.
P(A)>0

Axioma 3 Si A y B son dos sucesos incompatibles, AN B = (), entonces la probabilidad
del suceso union es la suma de las probabilidades.

P(AUB) = P(A) + P(B)

9.3.1. Propiedades

1. Para sucesos complementarios A y A se cumple:

P(A) =1 — P(A)

2. El complementario del complementario de un suceso es el propio suceso:
A=A

3. la probabilidad del suceso imposible, 0, es 0, es decir

P(0) =0

4. Si Ay B son sucesos compatibles, AN B # (), entonces la probabilidad de unidn es

P(AUB)=P(A)+P(B)— P(ANB)

5. Si AC B (los elementos de A estdn en B), entonces

P(A) < P(B)

Ejercicio 32. Demuestra las propiedades anteriores, haciendo uso de los axiomas.
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9.4. Regla de Laplace

Aunque hemos definido probabilidad por medio de una aplicacion, la regla de Laplace,
es la primera definicion de probabilidad que se dio. El problema que plantea esta definicion,
es que esta ligada a los juegos de azar. No es una definiciéon que podamos generalizar a
toas las experiencias aleatorias. Ahora bien, la de Laplace es una buena definicion que nos
va a ayudar a resolver un gran nimero de problemas relacionados con juegos de azar. Es
una buena aproximacion a la realidad.

Definicién 42. Sea £ = {a1, aa, ..., a,} un espacio muestral con n sucesos elementales.
Sea también A un suceso asociado a F.
Si todos los sucesos elementales son equiprobables, la Regla de Laplace dice:

La probabilidad del suceso A formado por h sucesos elementales es igual
al cociente entre el numero de resultados favorables y el nimero de re-
sultados posibles. Ast,

nimero de casos favorables al suceso A(h)  h

P(A) =

nimero de casos posibles (n) n

Practiquemos la definicion de probabilidad, dada por Laplace, en el siguiente ejercicio.

Ejercicio 33. Se lanzan dos dados. Se pide:

a) Halla la probabilidad de que la suma de los valores que aparecen sea maltiplo de tres.

b) ;Cudl es la probabilidad de que los valores obtenidos difieran en una cantidad mayor
de dos?

El espacio muestral del experimento es

B aadosy = {(1,1); (1,2); (1,3); (1,4); (1,5); (1,6); (2,1);...; (6,6)}

y esta formado por 36 sucesos elementales equiprobables. Constituyen el niimero de casos
posibles del experimento.

Utilizando la regla de Laplace, calculamos las probabilidades de los sucesos que nos
piden:

1. Sea A =Obtener una suma multiplo de 3, los casos favorables al suceso son:

{(1,2);(2,1)5(1,5); (2,4); (3,3); (4,2); (5,1); (3,6); (4,5); (5,4); (6,3); (6,6); }

Y como hay 36 casos posibles:

P(A) = == =
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2. Sea B =Obtener unos valores que se diferencian en una cantidad mayor que 2. Salen
de nuevo 12 casos favorables. Luego, P(B) = 1/3.

Ejercicio 34. Dado el conjunto de numeros 00,01,02,...,98,99. Si escogemos al azar
dos numeros de entre los del conjunto, determina la probabilidad de que:

1. Que las dos cifras sean iguales. (Sol: 1/10)
2. Que su suma sea 11. (Sol: 8/100)

3. Que su suma sea mayor que 7 y menor que 13. (Sol: 43/100)

9.5. Probabilidad condicionada. Sucesos independi-
entes

Recordemos el espacio muestral Efpgeaoy = {1,2,3,4,5,6}. Sea A = {sacar un dos} y
C = {sacar cifra par}. Segun la regla de Laplace: P(A) =1/6y P(C) =3/6 =1/2.

Consideremos ahora el suceso B = {Sacar un 2 sabiendo que la cifra que sale es par}.

Se tendra
1 caso favorable

P(B) = #2=P(4)

Es decir, el suceso B, no es el mismo que el suceso A. Ahora bien, el suceso B si es el
suceso A condicionado por el suceso C.

3 casos posibles

Dados dos sucesos A y C, se llama probabilidad de A condicionada
a Cy se escribe P(A/C) a:

P(ANC)

P(4/0) = ~5re

De la expresién anterior se deduce que:

P(ANC) = P(C) - P(A/C)

Dos sucesos A y C' se dicen que son independientes cuando: P(A/C) =

P(A)y P(C/A) = P(C).

Cuando dos sucesos son independientes, la probabilidad de su intersec-
cién es igual al producto de sus probabilidades:

Ay C independientes = P(ANC) = P(A) - P(C)
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Comprobemos la definicion con las probabilidades anteriores.
Recordemos que
1 1 1
P(A/C) =% P(ANC)== P(C) ==
3 6 2
Se cumple entonces que
1/6 1
P(A =—— ==

que coincide con la probabilidad que hemos calculado.

Practiquemos la probabilidad condicionada con un ejercicio.

Ejercicio 35. Se lanzan dos dados:
a) sCudl es la probabilidad de obtener una suma de puntos igual a 107

b) Sila suma de puntos ha sido 7, ;cudl es la probabilidad de que en alguno de los dados
haya salido un tres?

Solucion: Sean los sucesos A, la suma de los puntos es 7y B, en alguno de los dados
ha salido un tres.

a) Los casos posibles al lanzar dos dados son 36 y los casos favorables al suceso A son los
seis siguientes:

(4,6);(6,4); (5,5)

Por tanto,

b) En este caso, el suceso B/A es salir en algin dado 3, si la suma ha sido 7. Observemos
que esta situacién ocurre en las parejas (3,4) y (4, 3). Por tanto,

2 1
P(B/A)= ===
(B/A) =2 =3
Ejercicio 36. En una caja hay n bombones de chocolate negro y 1 bombon de chocolate
blanco. Al extraer de la caja dos bombones al azar sin reemplazamiento, la probabilidad
de que sean bombones de chocolate negro es 1/2. Calcula n.

Sol: n =3
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9.6. Tablas de contingencia

Las tablas de contingencia nos serviran de apoyo en la aplicaciéon de la probabili-
dad condicionada. Estas tablas, de facil manejo, nos permiten calcular una probabilidad
condicionada de un plumazo. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 78. La siguiente tabla muestra un estudio sobre el habito de hacer deporte en
un grupo de hombres y mujeres.

Hombre | Mugjer | Total
Deportista 50 70 120
No deportista 70 60 130
Total 120 150 250

Si queremos calcular la probabilidad de A = “Deportista/Hombre” basta con mirar en la
tabla donde estd el niumero de hombres que fuman y mirar la casilla del total de hombres.
De lo dicho se deduce que:
pay= 20 _ 5
120 12
Supongamos ahora que de entre el grupo de personas prequntadas, tomamos una al
azar, ;Cudl es la probabilidad de que sea mujer sabiendo que no es fumadora? En este
caso, el suceso, B, serd luego:

py =8 _ 8
130 13

ya que, estamos tomado como grupo de referencia (marginal) el de los no fumadores.

9.7. Probabilidad total

Esta sesion nos aportara una de las herramientas més importantes del calculo de
probabilidades. Se trata del Teorema de la probabilidad total. En este teorema,
partimos del hecho de poder dividir el espacio muestral F en una serie de sucesos disjuntos
(interseccién vacia) dos a dos. Como por ejemplo, podremos resolver problemas como el
siguiente:

En un cierto banco, el 30 % de los créditos concedidos son para vivienda, el 50 % se
destinan a empresas y el 20 % son para consumo. Se sabe ademds que de los créditos
concedidos a vivienda, el 10 % resultan impagados, de los créditos concedidos a empresas
son impagados el 20 % y de los créditos concedidos para consumo resultan impagados el

10 %

El teorema de la probabilidad total se puede enunciar como sigue:

Tenemos n sucesos Ay, As, ..., A,, incompatibles dos a dos y tales que
E=AUAy,U...UA,. Entonces, para cualquier suceso S se cumple
que:

P(S)=P(AiNS)+P(A3NS)+...+ P(A,NS)
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Utilizando el hecho de que P(A;NS) = P(A;)-P(S/A;). El teorema de la probabilidad
total nos dice que:

P(S) = P(A,)P(S/A;) + P(A3) - P(S/A3) + ...+ P(A,) - P(S/A,)

Apliquemos el teorema de la probabilidad total para resolver el problema que hemos
planteado hace un momento, que resulta ser de las PAU de Madrid/20009.

Ejercicio 37. (PAU Madrid, septiembre de 2009) En un cierto banco, el 30 % de
los créditos concedidos son para vivienda, el 50 % se destinan a empresas y el 20 % son
para consumo. Se sabe ademds que de los créditos concedidos a vivienda, el 10 % resultan
impagados, de los créditos concedidos a empresas son impagados el 20 % y de los créditos
concedidos para consumo resultan impagados el 10 %.

1. Calctlese la probabilidad de que un cierto crédito elegido al azar sea pagado.

2. (Cudl es la probabilidad de que un crédito elegido al azar se haya destinado a
consumo, sabiendo que se ha pagado?

Solucion: Sean los sucesos: V' = créditos para vivienda, E = créditos para empresa,
C = créditos para consumo, I = impagada y P = pagada. En esta situacion, tendremos:

P(V)=0,3, P(I/V)=0,1= P(P/V) =0,9.
P(E)=0,5, P(I/E)=0,2 = P(P/E) = 0,8.
P(C)=0,2, P(I/C) =0,1 = P(P/C)=0,09.

a) Se trata de un claro ejemplo de uso del teorema de la probabilidad total:
P(P)=P(V)-P(P/V)+ P(E)-P(P/E)+ P(C)-P(P/C)
=0,3-0,940,5-0,84+0,2-0,9=0,27+0,440,18=0,85

b) Para este apartado vamos a necesitar una nueva herramienta del célculo de probabil-
idades. Esta herramienta la veremos mas adelante, es la que nos ayudara a realizar
calculos a posteriori. Es decir, calculos en los que el hecho en si ya se ha producido.
Justo como nos ocurre en este problema, ya sabemos que el crédito se ha pagado, ;cual
es la probabilidad de que se haya destinado a consumo?
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9.8. Diagramas de arbol

Estudiaremos en esta seccién, unas experiencias que consisten en la realizacién con-
secutiva de dos o mas experimentos simples. Estas experiencias reciben el nombre de
experimentos compuestos.

Llamamos experimentos compuestos a los formados por varios ex-
perimentos simples que se efectiian consecutivamente

Los diagramas de arbol se fundamentan en el teorema de la probabilidad total. El
siguiente ejemplo ilustra perfectamente lo que intentamos formalizar en esta seccién de la
unidad.

Ejercicio 38. (Murcia 2006) Tenemos una urna A con 3 bolas rojas y 5 azules y una
urna B con 6 bolas rojas y 4 azules. Si sacamos de ellas una bola al azar, ;cudl es la
probabilidad de que sea roja?

Roja
Urna A
1/2
Azul
6/10 Roja
1/2
Urna B

4/10 Azul

Solucién: Los dos sucesos incompatibles A (sacar de la urna A) y B (sacar de la
urna B), cumplen E = AUBy AN B = (), de modo que:
6

P(R)=P(A)- P(R/A)+ P(B)-P(R/B) = 10

+

ool w
N | —

1
2

Si miramos el diagrama de arbol, la suma anterior es inmediata. Por ello, un diagrama
de arbol nos ayuda a visualizar la particiéon del espacio muestral y a escoger el camino
adecuado dentro del mismo.

Sol: 39/80

9.9. Foérmula de Bayes

Retomemos el ejemplo del pago de los créditos que daban para vivienda, empresas y
para consumo. Ya dijimos que para resolver el apartado b) ibamos a necesitar una nueva
herramienta. Esta herramienta es, por supuesto la formula de Bayes.
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Se trata de, saber a posteriori, la probabilidad de un suceso. Es decir, una vez que ha
ocurrido, conocer la probabilidad de otro suceso. Otro ejemplo es, si cogemos una bola de
entre tres posibles urnas y resulta ser blanca (de entre tres posibles colores), nos pueden
pedir la probabilidad de que haya salido de la primera, de la segunda o de la tercera urna.

Estas probabilidades se calculan haciendo uso del teorema de la probabilidad total.
Veamoslo recordando el problema propuesto en Madrid en septiembre de 2009.

Ejercicio 39. ;Cudl es la probabilidad de que un crédito elegido al azar se haya destinado
a consumo, sabiendo que se ha pagado?

Solucion: Como ya ha ocurrido el hecho (ya se ha pagado) me piden probabilidad a
posteriori, luego es un claro uso de aplicacion del teorema de Bayes:
P(C) - P(P/C)
P(C)-P(P/C)+ P(V)-P(P/V)+ P(E)- P(P/E)
_P(C)-P(P/C) 0,2-0,9 0,18
B P(P) 0,8 0,85

P(C/P) =

=0,2118

9.10. Ejercicios resueltos

1. (Murcia 2006) De dos tiradores se sabe que uno de ellos hace dos dianas de cada
tres disparos y el otro consigue tres dianas de cada cuatro disparos. Si los dos
disparan simultaneamente, calcular:

a) La probabilidad de que los dos acierten.

b) La probabilidad de que uno acierte y el otro no.
c) La probabilidad de que ninguno de los dos acierte.
d) La probabilidad de que alguno acierte.

Solucidon: Sean los sucesos
o A =“que acierte el primer tirador” = P(A) =
e B =“que acierte el segundo tirador” = P(B)

Il cone

3
4

@) P(ANB) = P(A)-P(B)=}-1=}

independientes
b) P(ANB)+P(ANB)=2-1+1.3=25
¢c) PANB)=1-1=1
d) P(AUB)=1-P(ANB)=1-34=1

12

_ 1

2. (Castilla-La Mancha, septiembre de 2009) Se lanza un dado de 6 caras del 1
al 6, si el nimero que se obtiene es menor que tres, se extrae una bola de la urna
uno que contiene 4 bolas blancas y 3 rojas, si el nimero que se obtiene es mayor o

igual a tres, se extrae de la urna dos que contiene 2 bolas blancas y 6 bolas rojas.
Calcula la probabilidad de:
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a) Habiendo salido un 5, salga bola blanca.

b) Salga un 5y que la bola sea roja.

Solucién:

a) Habiendo sacado un 5, salga bola blanca. Me piden P(B/5). Un diagrama de
arbol nos ayudara a situarnos: Asi pues: P(B/5) =2/8 = 1/4.

477~ B
4B
3R

377~ R
U

2/8 . B
2B
6 R

6/8
U, R

Nota: Ya hemos sacado el 5, no hay que hallar la probabilidad de sacarlo.

b) En este caso, si hay que hallar la probabilidad de que salga un 5, luego:

12 2 1

PBNS) == -=—=—

( ) 6 8 48 24

3. (Castilla-La Mancha, septiembre de 2009) Una novela tiene tres partes. La
primera tiene 125 paginas y el 85 % de ellas no tiene ningtin error. La segunda parte
tiene 150 péaginas y de ellas el 10 % tiene algtn error. E1 95% de las 175 péaginas de
la tercera parte no tienen error.

a) FElegida una pagina de esa novela al azar, jcual serd la probabilidad de que
tenga algtin error?

b) Elegida una pégina sin errores, jcudl serd la probabilidad de que sea de la
primera parte?

Solucion: La novela tiene tres partes:
e La primera tiene 125 paginas y el 85 % de ellas no tiene error.

4. e La segunda parte con 150 pdginas y el 10 % tiene algin error.

5. e La tercera parte tiene 175 paginas y el 95% no tiene error.

Presentamos la situacion:
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0,15 E
1* parte
125/450 0,85 B
0,1 b
150/450 —
0,9 E
175/450 0,05 - B
3* parte
0,95« E

a) Elegida una novela al azar, ;cudl serd la probabilidad de que tenga algin error?

P(E) = P(1*) - P(E/1*) + P(2*) - P(E/2%) + P(3%) - P(E/3%)

125 150 175
P(E)=—-0,15+—-0,1+—-0,05=0,0416 + 0,033 + 0,019 = 0,0944
(B) =150 015+ 350 01+ 45070 , 0220 40,053 + 0, !
b) Elegida una pégina sin errores, jcudl serd la probabilidad de que sea de la primera

parte?

— P(1*)- P(E/1?

P(la/E) — _ ( ) (_/ ) _
P(12) - P(E/12) + P(22) - P(F/22) + P(3%) - P(E/3%)
_ 1235 .0,85 0,2361

PIC/E) = 5555 g 0015 095 0.23613 0.3 503600 2007

150 +@ Y, +m Y, ) + ’ + P

6. (Valencia, septiembre de 2009) Cierto estudio de mercado revela que el 50 %
de los entrevistados consume el producto A, el 40% consume el B y el 25% no
consume ninguno de ellos. Si seleccionamos al azar un individuo de los entrevistados,
expresa los siguientes sucesos en funcién de los sucesos simples: A = {consumir A}
y {consumir B} y calcula su probabilidad:

a) Que consuma los dos productos.
b) Que consuma uno.

c) Sisabemos que consume A, que consuma también B.

Solucién: A = {Consumir A}, B = {Consumir B}.
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a) P(ANB)=0,15.
b) P(ANB)+ P(ANB)=0,35+0,25=0,6.
AnNB 0,15

o) P(BIA) = Py = o5 =03

7. (Valencia, septiembre de 2009) Se realiza un estudio de mercado sobre la venta
de turismos y coches todoterreno y se observa que el 20 % de las compras de todoter-
reno corresponde a personas que adquieren un coche por primera vez mientras que
este porcentaje se duplica en el caso de turismos. Ademas, el 75 % de las ventas de
coches corresponde a turismos.

a) {Cudl es la probabilidad de elegir una persona que ha comprado un coche y
que éste no sea el primero que compra?

b) ;Cudl es la probabilidad de que el primer coche adquirido por una persona sea
un turismo?

c) ¢Cudl es la probabilidad de elegir una persona que ha comprado un coche y
que éste no sea el primer coche que compra y, ademaés, sea un todoterreno?

Solucién: Una tabla de contingencia nos ayudara a plantear el problema:

1% vez | 2% vez
Turismos 40 35 75

Todoterreno 20 5 25

60 40 100

40
40
b) P=— =0,4
) 100 ’
) P > _ 0,05
C = — =
100 ’

8. (Murcia, junio de 2009) En un centro escolar los alumnos pueden optar por
cursar como lengua extranjera inglés o francés. En un determinado curso el 90 % de
los alumnos estudia inglés y el resto francés. El 30 % de los alumnos que estudian
inglés son varones. De los que estudian francés, el 40 % son chicos. Elegido un alumno
al azar, jcudl es la probabilidad de que sea chica?

Solucién: Llamaremos I = cursan Inglés, F' = cursan Francés, V = chicos y M =
chicas.

Un diagrama de arbol nos servird para representar la situacion:
Elegido un alumno al azar, ;cudl es la probabilidad de que se chica?

P(M) = P(I)- P(M/I)+ P(F)- P(M/F)=0,9-0,7+0,1-0,6 = 0,69
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03—V
I
0,9
0.7y
04—V
01
F
06y,

9. (Murcia, junio de 2009) Se estima que la probabilidad de que un jugador de
balonmano marque un gol al lanzar un tiro de siete metros es del 75%. Si en un
partido le corresponde lanzar tres de estos tiros, calcular:

a) La probabilidad de marcar un gol tras realizar los tres lanzamientos.

S

La probabilidad de marcar dos goles tras realizar los tres lanzamientos.

o

)
)
) La probabilidad de marcar tres goles tras realizar los tres lanzamientos.
d)

La probabilidad de marcar sélo en el primer lanzamiento.

Solucién: P(meter un gol) = 0,75 y P(fallar) = 0, 25.

Se tratan de sucesos independientes, pues en cada lanzamiento la probabilidad de
meter gol es independiente de las demas.

a) P(meter un gol) =
P(meter un gol en el 1¢" lanzamiento y no meterlo en el 2° y no meterlo en el 3°)
+P(no meter un gol en el 1¢" lanzamiento y meterlo en el 2° y no meterlo en el 3°)
+P(no meter un gol en el 1¢" lanzamiento ni en el 2° y si en el 3°)
=0,75-0,25-0,25+0,25-0,75-0,25+0,25-0,25-0,75 = 0, 1406

b) Por un razonamiento analogo al apartado anterior:
P(meter dos goles) =3-(0,75-0,75-0,25) = 0,4219
¢) De la misma forma:

P(marcar sélo en el primer lanzamiento) = 0,75 - 0,25 - 0,25 = 0, 0469

10. (Murcia, septiembre de 2009) A un congreso de cientificos asisten cien congre-
sistas, de ellos ochenta hablan francés y cuarenta hablan inglés. ; Cudl es la probabil-
idad de que dos congresistas elegidos al azar no puedan entenderse sin intérpretes?

Solucién: Llamamos F' =hablar Francés, I =hablar Inglés y F' N I =hablar Inglés
y Francés.
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La situacion serd la siguiente:

Plantearemos la situacion segin un diagrama de arbol:

59/99
F 20/99
60,/100
I

oo
T

20,100

F

I
FNI

F

I
FNI

20,100

A

P(no pueden entenderse sin intérpretes) =

P(el primero hable Francés y el segundo Inglés)

+P(el primero hable Inglés y el segundo Francés)

60 20 20 60

_ 09 20 0oy
100 99 T 100 99

11. (Murcia, septiembre de 2009) En un LLE.S. se realizan dos competiciones de-
portivas: baloncesto y futbol. El 20 % de los alumnos participan en la de baloncesto,
de los cudles el 40 % son de primero de bachillerato y el 30 % participan en la de
futbol, de los cuédles el 25% son de primer curso de bachillerato. Ningin alum-
no puede participar en dos competiciones. Elegido al azar un alumno, ;cual es la
probabilidad de que sea de segundo de bachillerato?

Solucién: Sean los siguientes sucesos:
B = jugar al baloncesto, F' = jugar al futbol, 1° = ser de primero de Bachillerato y
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2° = ser de segundo de Bachillerato. En este caso, se tiene:
P(B) = 0,2, P(F) = 0,3, P(1°/B) = 0,4 = P(2°/B) = 0,6 y P(1°/F) =
0,25 = P(2°/F) = 0,75. Por lo tanto:

P(2°) = P(B) - P(2°/B) + P(F) - P(2°/F) =',2-0,6 +0,3-0,75 = 0, 345

12. (Madrid, junio de 2009) Se consideran tres sucesos A, By C de un experimento
aleatorio tales que:

P(A)=1/2, P(B)=1/3, P(C)=1/4, PLAUBUC)=2/3, PIANBNC) =0,y
P(A/B) = P(C/A) =1/2.

a) Calcilese P(C'N B)

b) Calctilese P(AUBUQC)

Solucién:
a)
playp) = PEED o 1p - PR panp) =L 5
P(C’/A)—Z?Afil/Q—%iP(Cmm—%.i_é

Nos piden P(C' N B). Sabemos que:
P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)

Despejando P(C'N B):

Asi pues P(BNC)=3/24=1/8
b) PAUBUC)=P(ANBNC)=1-P(ANBNC)=1-0=1

9.11. Ejercicios propuestos

1. (La Rioja 2006) En un experimento , se sabe que P(A) = 0,6, P(B) = 0,3y
P(A/B) =0,1. Calcula P(AU B)

Sol: 0,87
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2.

d.

(Madrid 2006) Una persona cuida de su jardin pero es bastante distraida y se
olvida de regarlo a veces. La probabilidad de que se olvide de regar el jardin es
2/3. El jardin no estd en buenas condiciones, asi que si se le riega tiene la misma
probabilidad de progresar que de estropearse, pero la probabilidad de que progrese
si no se le riega es de 0,25. Si el jardin se ha estropeado, ;cudl es la probabilidad
de que la persona olvidara regarlo?

Sol: 3/4

(Galicia 2006) Una investigacién de mercado de 800 personas revela los siguientes
datos sobre la capacidad de recordar un anuncio televisivo de un producto concreto
y la adquisicién de dicho producto:

Recuerdan anuncio | No recuerdan anuncio
Compran producto 160 80
No compran producto 240 320

a) Calcula la probabilidad de que una persona recuerde el anuncio o que compre
el producto.
Sol: 3/5

b) Siuna persona recuerda el anuncio del producto, ;qué probabilidad hay de que
lo compre?

Sol: 2/5

¢) ¢El hecho de comprar el producto depende, o no, de recordar el anuncio? Jus-
tifica la respuesta.

(Andalucia 2006) Una fabrica tiene tres cadenas de produccién, A, By C, La
cadena A fabrica el 50 % del total de los coches producidos; la B, el 30 %, y la C, el
resto.

La probabilidad de que un coche resulte defectuoso es: en la cadena A, 1/2; en la
B, 1/4 yenla C, 1/6. Calcula razonadamente:

a) La probabilidad de que un coche sea defectuoso y haya sido fabricado por la
cadena A.
Sol: 0,25

b) La probabilidad de que un coche sea defectuoso.
Sol: 43/120

¢) Si un coche no es defectuoso, jcudl es la probabilidad de que haya sido pro-
ducido por la cadena C'?
Sol: 20/77

(Castilla-La Mancha 2006) En una clase de Bachillerato compuesta por el 55 %
de chicos y el resto de chicas, practica el balonmano el 40 % de los chicos y una de
cada cuatro chicas. Si elegimos al azar un alumno de la clase:
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a) {Cudl es la probabilidad de que practique balonmano?
Sol: 0,3325

b) ;Cudl es la probabilidad de que practique balonmano y sea chica?
Sol: 0,1125

¢) Siresulta que no practica balonmano, jcudl es la probabilidad de que sea chica?
Sol: 0,5056

6. (Castilla-La Mancha 2006) En una ciudad hay tres lugares de ocio (A, B,C)
a los que van habitualmente un grupo de amigos. Las probabilidades de ir un dia
cualquiera a cada uno de ellos son, respectivamente, 0,4;0,3 y 0,6. Halla la proba-
bilidad de un dia cualquiera dicho grupo:

a) Solamente vaya a uno de los lugares.
Sol: 0,436

b) Vaya unicamente a dos de los lugares.
Sol: 0,324

7. Se toman dos barajas espanolas de 40 cartas. Se extrae al azar una carta de la
primera baraja y se introduce en la segunda baraja. Se mezclan las cartas de esta
segunda baraja y se extrae una carta, que resulta ser de oros. ;Cudl es la probabilidad
de que la primera carta extraida fuese una espada?

Sol: 0,2439

8. En un cierto edificio se usan dos ascensores; el primero lo usa el 45 % de los inquilinos
y el resto usa el segundo. El porcentaje de fallos del primero es del 5%, mientras
que el del segundo es del 8 %. Si un cierto dia un inquilino queda “atrapado” en un
ascensor, halla la probabilidad de que haya sido en el primero.

Sol: 0,3383

9. (Murcia, septiembre de 2008) El 70 % de los estudiantes aprueba una asignatura
A y un 60 % aprueba otra asignatura B . Sabemos, ademas, que un 35 % del total
aprueba ambas.

a) Calcular la probabilidad de que un estudiante elegido al azar apruebe la asig-
natura B , supuesto que ha aprobado la A.

b) Calcular la probabilidad de que dicho estudiante apruebe la asignatura B |
supuesto que no ha aprobado la A.
Solucién:

a) P(B/A)=0,5
b) P(B/A)=5/6
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10. (Murcia, septiembre de 2008) Una fabrica produce tornillos niquelados y dora-
dos, siendo el 75 % de los tornillos que produce niquelados. El porcentaje de tornillos
defectuosos producidos es del 4% para los tornillos niquelados y del 5% para los
dorados. Se elige al azar un tornillo y resulta no ser defectuoso. ;Cual es la proba-
bilidad de que sea niquelado?

Solucién: P(N;/A) = 0,752

11. (Murcia, junio de 2008) Tres hombres A, B y C disparan a un objetivo. Las
probabilidades de que cada uno de ellos alcance el objetivo son 1/6 1/4 , y 1/3
respectivamente. Calcular:

a) La probabilidad de que todos alcancen el objetivo.
b) La probabilidad de que ninguno alcance el objetivo.

c) La probabilidad de que al menos uno de ellos alcance el objetivo.

Solucion:

a) PANBNC)=1/72.
b) PLANBNC) =5/12.
¢) P(al menos uno) = 7/12.

12. (Murcia, junio de 2008) En una cierta facultad se sabe que el 25% de los es-
tudiantes suspenden matematicas, el 15% suspenden quimica y el 10 % suspenden
matematicas y quimica. Se selecciona un estudiante al azar.

a) Calcular la probabilidad de que el estudiante no suspenda quimica ni matemaéticas.

b) Si sabemos que el estudiante ha suspendido quimica, ;cuél es la probabilidad
de que suspenda también matematicas?

Solucion:
a) P=1/72.
b) P =2/3.

13. (Castilla-La Mancha, septiembre de 2008) Tenemos una moneda trucada de
forma que la probabilidad de salir cara es 1/3, y dos urnas A y B. La urna A
contienen 12 bolas blancas, 20 rojas y 5 negras, y la urna B contienen 15 bolas
blancas, 18 negras y 4 rojas. Realizar el experimento aleatorio consistente en lanzar
la moneda y si sale cara extraemos una bola de la urna A, si sale cruz la extraemos
de la urna B.

a) Halla la probabilidad de extraer una bola blanca.

b) Hallar la probabilidad de extraer una bola de la urna A que no sea roja.
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14.

15.

16.

Solucion:

a) P(bola blanca) = 0, 3784.

b) P(ANR) =0, 2883.

En una determinada comunidad, la poblacién inmigrante es originaria de 3 zonas
distintas y repartidas de la siguiente forma: el 30 % del norte de Africa, el 25 % de

Europa del Este y el resto de Iberoamérica. En situacién legal estan los siguientes:
45 % del norte de Africa, el 30 % de Europa del Este y el 55% de Iberoamérica:

a) Elegimos un inmigrante al azar, jcudl es la probabilidad de que su situacién
administrativa sea legal?

b) Elegimos un inmigrante en situacién ilegal, jcudl serd la probabilidad de que
venga de Iberoamérica?

Solucién:

a) P(L)=0,4575.
b) P(I/L)=0,3732.

(Andalucia, junio de 2008)

a) Sean Ay B dos sucesos de un mismo espacio muestral. Sabemos que P(A)0, 5,
P(B)=0,4y P(AUB) =0,8. Determinar P(A/B).

b) Sean C'y D dos sucesos de un mismo espacio muestral. Sabemos que P(C) =
0,3y P(D)=0,8y que C'y D son independientes. Determinar P(C'U D)

Solucion:

a) P(A/B)=0,25.

b) P(CUD)=0,86.

(Andalucia, junio de 2008) Se sabe que el 30 % de los individuos de una poblacién
tiene estudios superiores. También se sabe que, de ellos, el 95% tiene empleo.

Ademas, de la parte de la poblacién que no tiene estudios superiores, el 60 % tiene
empleo.

a) Calcula la probabilidad de que un individuo, elegido al azar, tenga empleo.

b) Se ha elegido un individuo al azar y tiene empleo. Calcula la probabilidad de
que tenga estudios superiores.

Solucion:

a) P =0,705.



9.11 Ejercicios propuestos 179

17.

18.

19.

b) P=0,4.

(Andalucia, septiembre de 2008) Laura tiene en su monedero 6 monedas france-
sas, 2 italianas y 4 espanolas. Vicente tiene 9 francesas y 3 italianas. Cada uno saca,
al azar, una moneda de su monedero y observa la nacionalidad.

a) Obtenga el espacio muestral asociado.

b) ;Cudl es la probabilidad de que las monedas extraidas no sean de la misma
nacionalidad?

c) ;Cudl es la probabilidad de que ninguna de las monedas extraidas sea francesa?

Solucion:

a) E={(F,F),(F1),(I,F),(I,1),(E,F),(E, 1)}

b) P(distinta nacionalidad) = 7/12.

c) P(F)=1/8.

(Andalucia, septiembre de 2008) De las 150 coches de un concesionario, 90
tienen motor diesel y el resto gasolina. De los coches d e motor diesel, 72 son nuevos
y el resto usados, mientras que de los coches con motor gasolina hay el mismo ntimero

de coches nuevos que de usados. Se elige, al azar, un coche de dicho concesionario.
Calcule la probabilidad de que:

a) Sea nuevo.

b) Tenga motor diesel sabiendo que es usado.

Solucion:

a) P(Sea nuevo) = 17/25.
b) P(diesel/es usado) = 3/8.

(Madrid, septiembre de 2008) Se consideran dos actividades de ocio: A =ver
la television y B =visitar centros comerciales. En una ciudad, la probabilidad de
que un adulto practique A es 0,46, la probabilidad de que practique B es 0,33 y la
probabilidad de que practique A y B es 0, 15.

a) Se selecciona al azar un adulto de dicha ciudad. ;Cuél es la probabilidad de
que no practique ninguna de las dos actividades ?

b) Se elige al azar un individuo de entre los que practican alguna de las dos
actividades. ;Cual es la probabilidad e que practique las dos actividades?

Solucion:

~

a) P(ANB) =0,36.
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20.

21.

22.

b) P(ANB/AUB) = 0,234.

(Madrid, septiembre de 2008) Se supone que las senales que emite un determi-
nado telégrafo son punto y raya y que el telégrafo envia un punto con probabilidad
3/7 y una raya con probabilidad 4/7. Los errores en la transmisién pueden hacer
que cuando se envie un punto se reciba una raya con probabilidad 1/4 y que cuando
se envie una raya se reciba un punto con probabilidad 1/3.

a) Si se recibe una raya, ;cudl es la probabilidad de que ese hubiera enviado
realmente una raya?

b) Supongamos que las senales se envian con independencia, ;cudl es la probabil-
idad de que se recibe punto-punto se hubiera enviado raya-raya?

Solucién:
a) P(raya/raya) = 32/41.
b) P(punto N punto/raya Nraya) = (16/43)* = 0, 1385.

(Madrid, junio de 2008) En un juego consistente en lanzar dos monedas indis-
tinguibles y equilibradas y un dado de seis caras equilibrado, un jugador gana si
obtiene dos caras y un numero par en el dado, o bien exactamente una cara y un
numero mayor o igual que cinco en el dado.

a) Calcilese la probabilidad de que un jugador gane.

b) Se sabe que una persona ha ganado. ;Cudl es la probabilidad que obtuviera
dos caras al lanzar las monedas?
Solucion:

a) P(ganar) = P(CNCNpar)+ P(CN+N>5)=0,29.
b) P(CNC Npar/ganar) = 0,43

(Madrid, junio de 2008) Se consideran dos sucesos A y B de un experimento
aleatorio, tales que

1 1
a) {Son Ay B sucesos independiente? Razdnese.

b) Calctilese P(A/B).

Solucion:

a) P(ANB) = P(A)- P(B) = 1/12. Si son independientes.
b) P(A/B) = 3/4.
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23.

(Valencia, septiembre de 2008) Una empresa de automdviles fabrica su modelo
“Assegurat” en cuatro factorias distintas; A, B, C'y D. La factoria A produce el
40 % de los coches de este modelo con un 5% de defectuosos, la B produce el 30 %
con un 4 % de defectuosos, la C el 20% con un 3% de defectuosos y, por ultimo,
la factoria D el 10 % restante con un 2 % de defectuosos. Si elegimos un coche del
modelo Assegurat al azar, calcula:

a) La probabilidad de que sea defectuoso.

b) Sino es defectuoso, la probabilidad que haya sido fabricado en la factoria C..

Solucion:

a) P(D)=0,04.
b) P(C/D) = 0,202.



Capitulo 10

Distribucion normal. Inferencia
estadistica

10.1. Introduccion

Comenzaremos el tema con el estudio de la distribucién normal. Veremos como mane-
jar la tabla de la normal N(0,1). A continuacién construiremos intervalos de confianza,
calculando el error, para terminar con los contrastes de hipodtesis.

Todo estard relacionado con la normal N(0, 1), por ello, el estudio particular de la
misma se hace incuestionable. El manejo de la tabla de la normal N(0, 1) es esencial en
los problemas de inferencia.

10.2. Distribucion normal

10.2.1. Parametros estadisticos

Nos vamos a centrar en tres parametros estadisticos, la media, p, la varianza, o? y
la desviacion tipica, o, que no es otra que la raiz cuadrada de la varianza.

La media nos da informacién de la tendencia en un conjunto de datos. Mientras que
la varianza y la desviacion tipica, nos dicen como de dispersos se encuentran los mismos.
Estudiemos estos pardametros mediante un ejemplo.

Ejemplo 79. La siguiente tabla representa la clasificacion de 100 matrimonios en funcion
del numero de hijos.

z 01|23 |4|5|6|7[8]9]10
fi 101192916106 |4|2[1]2] 1

Para calcular la media aritmética, aplicamos la igualdad:

— iz ifi _ Tifit@afot. Aanfn
- N N

182
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siendo N el numero de datos total.

En nuestro caso, N = 100 y n = 11 puesto que hay 11 resultados distintos, dentro
del conjunto de las familias consultadas. La media serd pues:

0-10+1-194+2-294...410-1
H= 100
Es decir, por término medio, cada familia tiene 2,69 hijos. Esta claro que una familia no
puede tener 0,69 hijos, ahora bien, el dato nos dice que, la tendencia esta entre 2 y 3
hijos, estando mas cerca del 3 que del 2.

— 2,69

Imaginemos que estas 100 familias fueran una muestra significativa de un barrio de
Murcia, es decir, que las 100 familias representan en buena medida a todas las familias
del barrio. ;Serfa una buena idea poner una tienda de ropa para ninos de hasta 2 anos?

Es posible que, aunque las 100 familias representen con exactitud al conjunto total,
existe la posibilidad de que, aunque la media sea de 2,69 hijos, los datos sean muy
dispersos. Un ejemplo puede ser, en el que el 80 % tenga entre 0 y 1, y el 20 % tenga
mas de 6 hijos.

Para medir la dispersién de los datos, utilizaremos la varianza y la desviacién tipica.
Para la varianza tenemos N

o D (@i— 1) fi

o° = N
En nuestro caso, como pu = 2,69, se trata de calcular (z; — 2,69)? - f; para cada i desde 1
a 11.

Una forma practica de calcular la varianza, es la que nos proporciona la siguiente
igualdad:

2
20 i1 il o

g =
N
Calculemos ahora la varianza, utilizando la siguiente tabla:

i Ji Tifi 1‘22 %2 Ji
0 10 0 0 0

1 19 19 1 19
2 29 58 4 116
3 16 48 9 144
4 10 40 16 160
5 6 30 25 150
6 4 24 36 144
7 2 14 49 98
8 1 8 64 64
9 2 18 81 162
10 1 10 100 100

N=>" f=100|>" z;f; =269 o xifi = 1157

n 2
D Dy o 1157 9
_ L =" _ 9 =11 —7,24=14
g N 100 ,69 DT =T,
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Para calcular la desviacién tipica, o, hacemos la raiz cuadrada de la varianza:

0 =Vo? = /4,33 =[2,08]

Puesto que o = 2,08, estamos diciendo que la dispersion es bastante grande. Una
diferencia de 2,08 cuando hablamos de hijos, no es lo mismo que si hablamos del sueldo
de los trabajadores de una de las fabricas de Molina de Segura, es este caso, la mayoria
de los trabajadores cobraria lo mismo.

10.2.2. Calculo de probabilidades en una distribucién normal
N(0,1)

Normalmente, cuando se manejan conjuntos de datos muy grandes, de manera que
cada x; aparece una sola vez en la mayoria de los casos, las tablas estadisticas, como la
que hemos utilizado antes, utilizan intervalos, clases, para refinar la informacién.

Consideremos el experimento aleatorio que consiste en medir la estatura de una
persona elegida al azar. Si definimos la variable:

X="%estatura de cada persona”

estaremos hablando de una variables de tipo continuo, ya que, los valores que puede tomar
X estaran entre otros dos dados.

Si hubiéramos hecho un estudio de la altura sobre 500 personas y hubiéramos agru-
pado en los intervalos

80 250 80 50 40

podemos calcular la probabilidad de que 1,6 < X < 1,7, mediante la regla de Laplace:

casos favorables ~ 250

P(1,6< X <1,7) = =0,5

casos posibles 500

Cuando realizamos un experimento aleatorio, de manera que la muestra sea grande,
es decir, que el nimero de datos sea cuantioso, podemos aproximar el estudio por medio
de la distribucién normal.

Definicién 43. Diremos que una variable continua X sigue una distribucion normal
cuando

P(X < k) = (k)

Ademds, ¢, nos proporciona el drea bajo la campana de Gauss, el eje de abscisas y la
recta x = k.



10.2 Distribucion normal

185

05 | 0504 | 0508 | 0512 | 0516 | 05199 | 05239 | 0,5279 | 0,5319 | 0,5359
0,5398 | 0,5438 | 0,5478 | 05517 | 0.5557 | 0.5596 | 0.5636 | 0.5675 | 0,5714 | 0,5753
0,5793 | 05832 | 05871 | 0,591 | 0,5948 | 0,5987 | 0,6026 | 06064 | 06103 | 0.6141
0,6179 | 0,6217 | 0,6255 | 0,6293 | 0,6331 | 0,6368 | 0,6406 | 0,6443 | 0,648 | 0,6517
0,6554 | 0,6591 | 0,6628 | 0,6664 | 0,67 | 0,6736 | 0,6772 | 0,6808 | 0,6844 | 0,6879
0,6915 | 0,695 | 0,6985 | 0,7019 | 0,7054 | 0,7088 | 0,7123 | 0,7157 | 0,719 | 0,7224
0,7257 | 0,7291 | 0,7324 | 0,7357 | 0,7389 | 0,7422 | 0,7454 | 0,7486 | 0,7517 | 0,7549
0,758 | 07611 | 0,7642 | 07673 | 0,7703 | 0,7734 | 0,7764 | 0,7794 | 0,7823 | 0,7652
07881 | 0791 | 0,7939 | 07967 | 0,7995 | 0,8023 | 0,8051 | 08078 | 0.8106 | 0.8133
0.8159 | 0,8186 | 0,8212 | 08238 | 0.8264 | 0.8289 | 0.8315 | 0,834 | 0,8365 | 0,8389
08413 | 0,8438 | 0,8461 | 0.8485 | 0.8508 | 0,8531 | 0,8554 | 08577 | 0.8599 | 0.8621
0,8643 | 0,8665 | 0,8686 | 0,8708 | 0,8729 | 0,8749 | 0,877 | 0,879 | 0,881 | 0,893
08849 | 0,8869 | 0,8888 | 0.8907 | 0,8925 | 0,8944 | 0,8962 | 0,898 | 0,8997 | 09015
0,9032 | 0,9049 | 0,9066 | 0,9082 | 0,9099 | 09115 | 0,9131 | 0,9147 | 0,9162 | 0,9177
09192 | 09207 | 09222 | 09236 | 0,9251 | 0,9265 | 0,9279 | 0,9292 | 0,9306 | 0,9319
0,9332 | 0,9345 | 0,9357 | 0937 | 09382 | 0,9394 | 0,9406 | 0,9418 | 0,9429 | 09441
09452 | 09463 | 09474 | 09484 | 0,9495 | 0,9505 | 0,9515 | 09525 | 09535 | 09545
09554 | 0,9561 | 0,9573 | 09582 | 09591 | 0,9599 | 0,9608 | 0.9616 | 0,9625 | 09633
09641 | 09649 | 09656 | 09664 | 09671 | 0,9678 | 0,9686 | 09693 | 09699 | 0.9706
09713 | 09719 | 0,9726 | 09732 | 0.9738 | 09744 | 0975 | 09756 | 09761 | 0,9767
09772 | 09778 | 09783 | 09788 | 09793 | 0,9798 | 09803 | 09808 | 09812 | 09817
0,9821 | 0,9826 [ 0983 | 09934 | 09838 | 0,9842 | 0,9846 | 0,985 | 0,9854 | 0,9857
0,9861 | 0,9864 | 09868 | 09871 | 0,9875 | 0,9878 | 0,9881 | 0,9884 | 0,9887 | 0,989
0,9893 | 0,9896 | 0,9898 | 0,9901 | 0,9901 | 0,9906 | 0,9909 | 0,9911 | 0,9913 | 0,9916
09918 | 0992 | 09922 | 09925 | 0,9927 | 0,9929 | 0,9931 | 0,9932 | 0,9934 | 0,9936
09938 | 0,994 | 0,9941 | 09943 | 09945 | 09946 | 0,9948 | 0,9949 | 0,9951 | 0,9952
09953 | 09954 | 09956 | 09957 | 09959 | 0996 | 0,9961 | 09962 | 09963 | 0.9964
09965 | 0,9966 | 0,9967 | 09968 | 0.9969 | 0997 | 09971 | 09972 | 09973 | 0,9974
09974 | 09975 | 09976 | 09977 | 09977 | 0,9978 | 0,9979 | 0,9979 | 0998 | 09981
0,9981 | 0,9982 | 0,9982 | 0,9983 | 0,9984 | 0,9984 | 0,9985 | 0,9985 | 0,9986 | 0,9986
0,9987 | 0,9987 | 0,9987 | 0,9988 | 0,9988 | 0,9989 | 0,9989 | 0,9989 | 0,999 | 0,999
0,999 | 0,9991 | 0,9991 | 0,9991 | 0,9992 | 0,9992 | 0,9992 | 0,9992 | 0,9993 | 0,9993
0,9993 | 0,9993 | 0,9994 | 0,9994 | 0,9994 | 0,9994 | 0,9994 | 0,9995 | 0,9995 | 0,9995
0,9995 | 0,9995 | 0,9995 | 0,9996 | 09996 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9997
0,9997 | 0.9997 | 09997 | 09997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 09997 | 09997 | 0,9998
09998 | 0,9998 | 0,9999 | 09999 | 0.9999 | 0,9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0,9999 | 0,9999

La funcién ¢ nos da el area, hasta © = k, ademds de la probabilidad P(X < k).
Recordemos que la probabilidad del suceso seguro es 1, luego el area total, bajo la curva,

sera igual a 1.

Para calcular ¢(k) bastara con fijarse en el valor adecuado de la tabla de la distribu-

cién normal.
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Ejemplo 80.
Calculemos P(X < 1,3) = ¢(1,3) Segun la tabla
0,8849

0,9032

0,9192

¢(1,3) = 0,9032

Si en vez de tener k, tenemos ¢(k), jcémo podemos hallar k? Nos interesara a menudo,

calcular k una vez conocido ¢(k). Veamos un ejemplo de como hacerlo.

Ejemplo 81.

Pongamos que ¢(k) = 0,9032. Nos vamos a la tabla, y buscamos
dentro de la misma el valor 0,9032, y como si de unos ejes coordenados
se tratara, vemos que

0,8849
0,9032

k=1,300=1,3

0,9192

Manejo de la normal

Hay ocasiones en las que interesa calcular

P(X >k), Pla<X<b)

siendo a, b, k valores positivos. En estos casos, aplicamos las propiedades de la funcion

de probabilidad:
P(X>k)=1-P(X <k)=1-¢(k)

Pla< X <b) = P(X <b) - P(X <a) =¢(b) — ¢(a)
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Para calcular P(X > 1,6) aplicamos:

P(X >1,6)=1-P(X < 1,6) = 1-0,9452 = [0, 048

1,6

2. Pla< X <))

Tomemos a =1,4y b=1,6:

P(14 < 2 < 16)
P(1,4< X <1,6) = ¢(1,6)—¢(1,4) = 0,9452—0, 9192

: E 14 16

Nos falta el caso P(X < k) siendo k un
valor negativo. En este caso, usaremos el he-
cho de ser la funcién representada por la cam-
pana de Gauss, una funcion par.

Ejemplo 82.

Para hallar P(X < —1,3) aplicaremos
que

¢(—1,3) =1—¢(1,3) = 1—0,9032 = [0, 0968

Los valores de k mas usados

En esta seccion aprenderemos a manejar la tabla, pero con unos valores concretos.
Concretamente, buscaremos en la tabla, valores tales que

P(-k<X<k)=1-a

Pongamos que P(X > k) = a/2, es decir, la mitad de «. Por la simetria de la funcién ¢,
tendremos que, P(X < —k) = P(X > k) = «/2. De esta manera, nos aseguramos que

P(-k <X <k)=P(X <k) - P(X < —k) =
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a/2 /2
-k B k

1-P(X>k) —P(X>k=1-a/2—a/2=1—a

A « lo llamaremos nivel de significacién, y a 1 — «, nivel de confianza. A k lo
llamaremos valor critico correspondiente al nivel de confianza 1 — a.

Normalmente, el nivel de confianza, se da en tantos por ciento. Si por ejemplo, quer-
emos que el nivel de confianza sea del 95 %, entonces, 1 — a = 0,95, de donde o = 0, 05,
y luego a/2 = 0,025. Si ahora, queremos hallar el valor critico, correspondiente al nivel
del 95 %, tenemos que buscar en la tabla, un valor k&, de manera que P(X > k) = 0,025,
o lo que es lo mismo, un valor k, que cumpla P(X < k) =1— 0,025 = 0,975. Para esta
probabilidad, el valor que nos da la tabla es k = 1, 96.

A la hora de buscar en la tabla, hemos tenido que utilizar «/2 y no o. Hemos buscado
k, que nos diera
P(X<k)=1-«/2

Puesto que & y a/2 estan muy relacionados, en adelante llamaremos a k = 2,2, luego
—k = —24/2.

Ejercicio 40. Halla el valor critico z./2 en cada uno de los casos:

1. Para un nivel de confianza del 99 %
Indicacion: hay que buscar z./> que cumpla P(X < z4/9) = 1 —0,005 = 0,995,
ya que, o = 0,01 pues 1 —a =0,99.
Solucion: z,/; = 2,59

2. Para un nivel de confianza del 98 %
Solucion: z,;, = 2,33

3. Para un nivel de confianza del 90 %
Solucion: z,;, = 1,65

10.2.3. Variable tipificada

En la mayoria de los casos, la media de una distribucion, u, y su desviacion tipica, o,
no son 0 y 1. En este caso, diremos que la variable X, en estudio, tiene una distribucion

N(p,o).

La tabla que hemos proporcionado, es una tabla, que nos sirve para calcular P(X <
k), siempre y cuando la variable X siga una distribucién normal N(0,1). ; Quiere eso decir
que la tabla esta tan limitada? En caso afirmativo, la tabla seria practicamente inttil,
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pues en la naturaleza no se dan variables de este tipo, es muy dificil que la media sea 0
y que la desviacién tipica 1. Ahora bien, si en vez de tomar la variable X, tomamos la
variable
X —p

o
estaremos diciendo, que la variable Z, si que sigue una distribucién N (0, 1), de lo que se
deduce, que para Z nos vale nuestra tabla.

7 —

N{168.0,8.0) N{10.0.5.0)

medias168.0 nedia=10.00

Si ahora queremos calcular P(X < k), podemos hacer

PX <k =P(X—p<hk—p=Pt bty _pghn

o o o

Puesto que conocemos k—;’i y Z sigue una distribucién N(0, 1), podemos mirar en nuestra
tabla y hallar P(X < k).

Si queremos calcular P(a < X <b), haremos

— X — b— — b—

o o o o o
Ejemplo 83. Sila variable X sigue una distribucion N(10,5) y queremos calcular P(X <
12), haremos:
X—-10 12-10

<
5 T 5

Ejercicio 41. Consideremos una variable X que se distribuye segin una normal N (40,4).
Tipificala y calcula las siguientes probabilidades:

1. P(X < 45)
Solucion: P(X < 45) = 0,8944

2. P43 < X < 48)
Solucion: P(43 < X <48) =0,2038

B(

)= P(Z <0,4) =0,6554

10.3. Inferencia estadistica

10.3.1. Intervalos de confianza

Consideremos una poblacion X de la que sabemos que sigue una cierta distribucion
(por ejemplo una normal), y de la que se conoce algtin parametro, por ejemplo la desviacién
tipica o la varianza y queremos conocer la media.
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Para obtener la informacion requerida sobre el parametro pu, se extrae de la poblacién
una muestra aleatoria simple (m.a.s.) de tamano n, que denotaremos por {xy,zs, ..., x,}

En general, se llama estimacion a cualquier informacion sobre el parametro descono-
cido pu.
La estimacion la podemos dividir en dos grandes grupos:

e Estimacién puntual, que consiste en construir funciones, que llamaremos estimadores
o estadisticos, que nos proporcionaran una aproximacion del verdadero valor del parametro
desconocido.

e Estimacién por intervalos, que consiste en construir un intervalo que contenga el
parametro .

Nosotros, nos vamos a dedicar a construir intervalos de confianza. Sin embargo, nece-
sitaremos de un estadistico para la media. Logicamente, el estadistico que usaremos seré:

N _ orbatedan _ Yl
n n

que llamaremos media muestral

Es logico pensar que, si la altura de una poblacién sigue una normal, de varianza
conocida y de media desconocida, para estimar dicha media, pensemos en tomar la media
de las medidas que hemos conseguido.

Ejemplo 84. Sea la poblacion X formada por los habitantes de una ciudad espanola. Pre-
tendemos estudiar el peso medio de la poblacion; para ello extraemos la siguiente muestra:

63,5 48, 43,5 65, 82, 70,3 56,5, 50

La media muestral es

— 48 + 4 2
X:63,5+ 8+ 3,5+65;;8 +70’3+56’5+50:59,875

El hecho de que sea un buen estimador, o no, dependerd de los datos recogidos.

Intervalos caracteristicos en distribuciones N(u, o)

Pongamos ahora que X es una variable que sigue una distribucién normal N (u, o),
podemos construir unos intervalos que contengan el porcentaje que queramos de todos los
datos. Por ejemplo, si queremos una intervalo en el que nos encontremos el 95% de los
datos, nos hard falta el valor critico Z, s, siendo « el nivel de significacién correspondiente
al nivel de confianza del 95 %.

El intervalo se construye de la siguiente manera

(,u_ Za)2 " O, M+Za/2 'U)
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Si queremos un intervalo en el que encontraremos el 95% de los datos, basta con
tomar z,/2 = 1,96. El intervalo sera

(b—1,96-0, p+1,96-0)
bastara con sustituir p y o por sus valores.

Ejemplo 85. En una distribucion N(66,8), obtener los intervalos caracteristicos para el
90 %, para el 95% y para el 99 %.

Solucion:
1. Para el 90%: (52,84; 79,16)
2. Para el 95%: (50,32; 81,68)
3. Parael 99 %: (45,4; 86,6)

Intervalos de confianza para la media de una poblacién normal con varianza
conocida

Supongamos de nuevo que, tenemos una poblacion X que sigue una distribucion
normal N (u, o), donde la media es desconocida y la varianza o2 conocida. Si x1, s, . . ., T,
es una muestra aleatoria simple de tamano n de la poblacién X, un intervalo de confianza
(antes caracteristico) para la media p a un nivel de confianza del (1 — «) % viene dado
por

I= (X - ZQ/Q%, X+ ZQ/Q%)
donde:
X denota la media muestral.
o es la desviacién tipica poblacional.
n es el tamano de la muestra.
Zy )2 es el valor critico correspondiente a un nivel de confianza del (1 — a/2) %.

Ejemplo 86. De una poblacion normal N(u, o), de la que conocemos su desviacion tipica
o = 3, extraemos una muestra aleatoria simple de tamano 9. Sabiendo que la media
muestral es igual a 20, obtener un intervalo de confianza para la media de la poblacion X
a un nivel de confianza del 95 %.

Solucion: Segun lo dicho, un intervalo de confianza para la media de la poblacién
con varianza conocida viene dado por la expresion:

- (y_ Zopp s X+ za/z%)

En nuestro caso:

X=20; 0=3 n=9 1—a=09: a=0,05
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Sélo falta determinar el valor de Z, »; para ello, vamos a la tabla de la normal N (0, 1)
y buscamos un valor de abscisa que quede a su derecha un area igual a «/2 = 0,025. La
tabla nos proporciona el valor:
Zaso = 1,96

Asi pues, el intervalo de confianza pedido es

3 3
20— 1,96——. 20+ 1,96—— | = (18,04, 21,96
( NG @) ( )

Ejemplo 87. Se sabe que el peso de las jugadoras de la liga de futbol profesional se
distribuye normalmente (segin una normal) con desviacion tipica de 6 kg. Para estudiar al
peso medio de las jugadoras, se extrae una muestra de tamano 8, obteniendo los siquientes
resultados:

63,7; 48; 43,5; 65; &82; 70,3; 56,5, 50

Calcula un intervalo de confianza a un nivel de significacion del 10 % para el peso medio
de las jugadoras.

Solucidon: La diferencia con el ejemplo anterior estd, en la forma de dar los datos.
Al decir que, construyamos un intervalo de confianza a un nivel de significacién del 10 %,
lo que nos estdn dando es o = 0,10, luego /2 = 0,05 y asi Z,/» = 1,65 ya que

P(X > Zop) =1 —a/2=0,9

Ademas, en el ejemplo anterior nos proporcionaron X. En este caso, lo tenemos que

hallar:
63,74+ 48 +43,54+ 65+ 82 + 70,3 + 56,5 + 50

8

X =

= 59,87

Tenemos entonces que,
X =59,87; 0=V8 n=8 z49=165

El intervalo I de confianza es:

6 6
I =159,87—-1,6—,59,87+1,65— | = (53,37, 63,37
( V8 )~ )
Ejercicio 42. (Murctia, 2006) Las medidas de los didmetros de una muestra aleatoria
de 200 bolas de rodamiento, producidas por una mdquina en una semana, tienen una me-
dia de 0,824 cm y una desviacion tipica de 0,042.

Halla el intervalo de confianza para la media, en el que estemos sequros al 95 %, de que
se encuentra la mima.

Solucién: I = (0,818, 0, 829)
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Ejercicio 43. Una empresa que fabrica neumdticos estudia la duracion media de los
mismos. En las pruebas con 200 de ellos se encuentro una duracion media de 22500 km
con una desviacion tipica de 3500 km

Halla los limites en los que podemos encontrar la media, al 95% de confianza. ;Cudles
serian estos limites si la prueba se hubiese hecho con 800 neumdticos y hubiesen dado la
misma media y desviacion tipica?

Solucién: Ing = (22015, 22985), Isoo = (22257, 47, 22742, 53)

Ejercicio 44. (Murcia, 2005) Una muestra aleatoria simple de 25 estudiantes responde
a un test de inteligencia, obteniendo una media de 100 puntos. Se sabe por erperiencia
que la variable “inteligencia de todos los estudiantes” es normal con una desviacion
tipica igual a 10, pero se desconoce la media. ;Entre qué limites se hallard la verdadera
inteligencia media de todos los estudiantes, con un nivel de confianza de 0,997

Ejercicio 45. (Murcia, 2004) Se quiere conocer la permanencia media de pacientes
en un hospital, con el fin de estudiar una posible ampliacion del mismo. Se tienen datos
referidos a la estancia, expresada en dias, de 800 pacientes, obteniéndose los siguientes
resultados: T = 8,1 dias; s = 9 dias. Se pide obtener un intervalo de confianza del 95 %
para la estancia media.

Para empezar, T =X y s=o0

Error admisible y tamano de la muestra

Si nos fijamos en el intervalo de confianza para la media, de una variable X:

— o — o
I1=(X—-Z,o—, X+ Zyp—
( SV Wﬁ)
Lo que estamos diciendo, es que, X — Z, /zx/iﬁ <pu<X+2Z, /2\%, como mucho, el error

que cometemos es de
o

E= Za/2%

Esta igualdad se utilizara para calcular el tamano que debe tener una muestra.

Ejemplo 88. De la duracion de un proceso, sabemos que o = 0,6 s. s Cudl es el nimero de
medidas que hay que realizar para que, con un 99 % de confianza, el error de la estimacion
no exceda de 0,1 s?

Solucién:Si el nivel de confianza que nos piden es 99 %, o = 0,01, de donde /2 =
0,005, Zy /2 = 2,575.
Para obtener n, despejamos de la igualdad

2 .
0,1:2,575.0’_5:>\/5_M

vn 0,1

Se deben realizar 166 medidas (el menor entero mayor que 165, 76)

= 12,875 = n = 165,76
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Ejercicio 46. (Andalucia, 1999) La media de edad de los alumnos que se presentan a
las prueba de acceso a la Universidad es de 18,1 anos y la desviacion tipica 0,6 anos.

1. De los alumnos anteriores se elige al azar una muestra de 100 alumnos, ;cudl es la
probabilidad de que la media de la edad de la muestra esté comprendida entre 17,9
y 18,2 anos?
(Solucion: 0,9521)

2. ;Qué tamano debe tener una muestra de dicha poblacion para que su media esté com-
prendida entre 17,9 y 18,3 anos con una confianza del 99,5 % ?
(Solucion: 72 alumnos)

Ejercicio 47. (Castilla-La Mancha, 1998)En una empresa de exportacion de citricos
se investiga el peso medio de cierta variedad de naranjas. Se admite un error mdximo de
10 gramos, con una confianza del 95%. Se sabe por estudios de otros anos que el peso
medio se distribuye normalmente siendo la desviacion tipica de 60 gramos. sCudl ha de
ser el tamano minimo de la muestra que se va a elegir? ;Y si se desea una confianza del
99%?

(Solucion: Para el 95 % basta con 139 naranjas, y para el 99 % hemos de tomar una
muestra de al menos 240 naranjas.)

10.3.2. Contraste de hipotesis

Comenzaremos proponiendo uno de los problemas con lo que nos vamos a encontrar
en esta seccion.

Ejemplo 89. Una empresa fabrica bombillas, siguiendo la duracion media una distribu-
cion normal N(u, 100). Elegida una muestra aleatoria simple de 64 bombillas, se com-
probo que su duracion media era de 1470 horas. A la vista de estos datos, ;se puede
aceptar con un nivel de significacion del 5% que la duracion media de las bombillas es de
1500 horas?

Necesitamos unas definiciones previas.
Sea X una poblacién de la que conocemos la varianza. Sea 1, xs, . . . , T, una muestra
aleatoria simple de tamano n, de la poblacién.

En estas condiciones:

e Se llama hipotesis nula, que denotaremos por Hj, a la hipotesis que queremos con-
trastar, y es por tanto la que se acepta o se rechaza.

e Se llama hipdtesis alternativa, denotada por Hy, a la hipotesis que se sitia frente a
la hipétesis nula, de forma que si rechazamos Hy, se acepta H;.

e El estadistico del contraste serd el que basaremos en la media muestral X.

e Se llama regién critica al conjunto de valores del estadistico de contraste que nos
llevan a rechazar la hipétesis nula. La region de aceptacioén es el conjunto de valores
que nos llevan a aceptar la hipotesis nula.
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e Los puntos frontera entre la region critica y la de aceptacién, se llaman valores criticos.

Segun las condiciones del ejemplo anterior, disponemos de una poblacién normal
N(p, 100) de media desconocida y desviacién tipica o = 100
De la poblacién conocemos una muestra aleatoria simple de tamano 64, con media mues-
tral de 1470.
La hipétesis nula es Hy : = 1500; y la hipotesis alternativa Hy : p # 1500.

Se suele escribir de la siguiente manera:

Hy: = 1500
Hy:p #1500

Estadistico de contraste y tipos de hipdtesis

El estadistico de contraste que manejaremos sera

_ X — o
- o/yn

siendo p el valor la media que queremos contrastar.

T

Una vez que conocemos el valor de T, construiremos la regién critica y si T' cae
dentro de la misma, rechazaremos la hipdtesis nula, Hy, y luego aceptamos la hipotesis
alternativa, H;.

La region critica dependerd del tipo de hipotesis. Los tipos de contraste y su region
son:

H1 Hipétesis simples

Ho:p=po

— contraste bilateral o de dos colas
Hy o # po

-Zoj2 Zaj2

La regién critica es la que aparece sombreada en la figura. Estd formada por los
intervalos (—00, —Zu/2), (Zaj2, +00). La regién critica para un test de hipétesis
simple para un nivel de confianza del (1 — a) % es

RCHS = (—OO, _Za/Z) ) (Za/Qa +OO)




10.3 Inferencia estadistica 196

Légicamente, la region de aceptaciéon sera:

RAHS = (_Za/Za Za/2)

H2 Hipdtesis compuestas

Ho:p < po

—— contraste unilateral o de una cola
Hy:p> po

Za

Como antes la regién critica, es la que aparece en la figura sombreada. En este caso,
solo tenemos un intervalo, que para un test de hipotesis compuesta, siendo Hy : p <
fo, & un nivel de confianza del (1 — «) % es:

RCH01 = (Za, +OO)

La region de aceptacion sera:

RAHCl = (-OO, _Za)

H3 Hipdbtesis compuestas

Ho:p > po

— contraste unilateral
Hy:p < po

-Za

Si Hy : 1 > g, a un nivel de confianza del (1 — o) % tenemos:

RCHC2 = (_007 _Za>

La region de aceptacion sera:

RAHCl = (Zom +OO>
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Problemas sobre contrastes de hipdtesis

1.

Una empresa fabrica bombillas, siguiendo la duracién media una distribuciéon normal
N(u, 100). Elegida una muestra aleatoria simple de 64 bombillas, se comprobé que
su duracién media era de 1470 horas. A la vista de estos datos, jse puede aceptar
con un nivel de significacién del 5% que la duracién media de las bombillas es de
1500 horas?

Solucion: Lo primero es plantear el contraste:

Hy:p=1500
Hy #1500

La pregunta es, si se puede aceptar que la duraciéon media sea, y no que sea menor
0 mayor.

Por otro lado, como el contraste es bilateral, por no haber desigualdades, la regién
critica es

RCHS = (—OO, _Za/2) U (Za/Qa +OO) = (—OO, _1a96) U (17967 +OO)

La regién de aceptacion es

RAps = (—=Zay2, Zayj2) = (—1,96, 1,96)

Sélo nos falta comprobar si el estadistico T' cae dentro o fuera de RCyg:

X _
~o/yn 100/V/64

1470 — 1500

T =24

Comprobamos que —2,4 € (—oo, —1,96) U (1,96, +00).

Tomando la regién de aceptaciéon, comprobamos que —2,4 # (—1,96, 1,96)

Concluimos rechazando la hipo6tesis nula. Podemos asegurar, que con estos datos, la
media no es p = 1500

La experiencia ha demostrado que la media de resistencia a la rotura de una de-
terminada clase de hilo es de 9,72 con una desviacién de 1,40. Recientemente, una
muestra de 36 piezas de hilo dieron una resistencia media de 8,93. ;Se puede de-
ducir al nivel de significacion del 0,05 que el hilo es ahora peor? Y si el nivel de
significacién es 0,01, ;qué conclusién se tomaria?

Solucion: Planteamos el contraste:

H()Z[I,:9772
Hy:p<9,72
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Parece un contraste bilateral, cuando en realidad lo es unilateral. Nos tenemos que
fijar en la hipdtesis alternativa, ya que nos preguntan si el hilo es pero, es decir, si
la media es menor que la que se suponia por la experiencia.

El contraste es pues unilateral o de una cola, siendo z, = 1,65, pues a = 0,05. La
region critica es:
RChco = (=00, —Z,) = (—00, —1,65)

El estadistico nos proporciona el siguiente valor:
B X — 1o - 8,93-9,72
a/vn 1,40/+/36

Como T = —3,43 € (—o0, —1,65), concluimos rechazando la hipdtesis nula. El hilo
es ahora peor.

T

~3,43

Al nivel de significacion del 0,001, la conclusién final serfa la misma que la anterior,
ya que, ampliamos la regién critica.

3. (Murcia, 2006) Un estudio realizado en el &mbito de la Unién Europea concluye
que la edad de los propietarios de un automovil “Mercedes” en el momento de
su adquisicién tiene un comportamiento Normal con media 38 anos y varianza 16.
Un concesionario de dicha marca, instalado recientemente en Espana, ha vendido
solo 150 vehiculos y ha comprobado que la edad media de sus clientes es de 38,3
anos. Aceptando para los clientes espanoles la varianza obtenida para los clientes
europeos, ;jse puede aceptar que la edad media al adquirir un vehiculo de esa marca
es la misma en Espana que en Europa, para un nivel de significacién del 5 %?

Solucion: Planteamos un contraste de hipdtesis bilateral para la media:
Hy:p=38
Hy:p#38

La region critica es

RCpg = (=00, —=Zaj2) U (Zgs2, +00) = (=00, —1,96) U (1,96, +00)

Es estadistico nos proporciona el valor
B X — o ~38,3—38
a/\/n  4/y/150

El estadistico cae fuera de la region critica y dentro de la regién de aceptacion, pues
0,92 € (—1,96, 1,96).

T

= 0,92

Concluimos que la edad media para adquirir “Mercedes” en Espana es la misma
que en Furopa.
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El peso de los pollos de una granja es normal con media 2,6 kg y desviacion tipica
0,5. Se experimenta un nuevo tipo de alimentacién con 50 crias. Cuando se ha-
cen adultos, se les pesa y se obtiene una media de 2,78 kg. Vamos a contrastar la
hipdtesis de que el peso medio de la poblacién no aumenta, con un nivel de signifi-
cacion del 1%.

Solucion: El contraste es

Hy:pn<2,6
Hy:p>26

La region de aceptacién es (—oo, Z,) pues o = 0,01 y luego /2 = 0,005. Recorde-
mos que Z, es aquel que cumple P(X < Z,) =1 —0,01 = 0,99. En nuestro caso
Za=233-

La regién de aceptacion es (—oo, 2,33)

El estadistico nos proporciona el valor

X - 2,78-2,6

=Sl = osi0

o4

T = 2,54 ¢ (—o0, 2,33). Concluimos rechazando la hipdtesis nula y se acepta la
H,. La poblacién aumentara de peso con el nuevo tipo de alimentacién, con un nivel
de significacion de 0, 01.

10.4. Ejercicios resueltos

1.

(Castilla-La Mancha, septiembre de 2009) La varianza del niimero de horas
diarias que duermen los estudiantes de un IES es de 3 horas. Se considera una
muestra aleatoria de 40 estudiantes de ese IES que revela una media de sueno de 7
horas. Si el nimero de horas de sueno sigue una distribucion normal:

a) Encontrar el intervalo de confianza al 97 % para el nimero medio de horas de
sueno de todos los estudiantes del centro.

b) Interpretar el significado del intervalo obtenido.
Solucién:

a) Los datos del problema son los siguientes: ¢ = 3, n =40, X =7y N(u,3).
Un intervalo de confianza al 97 % nos proporciona un nivel de significacién de

a = 0,03, luego g 0,015. Nos falta entonces encontrar el valor Z,/, que
cumple P(X > Z,/2) = a/2 (0 lo que es lo mismo, P(X < Z,0) =1 —«a/2).
Segun la tabla de la distribucién normal N (0, 1), el valor que buscamos es z,/2 =
2,17. Asi pues, el intervalo de confianza sigue la expresién:

_ o — o
(X - Za/2%,X + Za/Z%)
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Sustituyendo por los datos del problema:

3 3
IC=\7T-217T —, 7+ 2,17 — | = (5,9707;8,0293
< V40 \/40) ( )

Asi pues, un intervalo de confianza al 97 % de fiabilidad para la media es pre-
cisamente:

1 € (5,9707;8,0293)

b) Interpretemos el resultado: significa que, si tomamos una muestra de 40 alumnos
de la poblacion, el 97 % de los intervalos correspondientes contendra a la media de
la poblacion, que en este caso corresponde a las horas de sueno de los estudiantes
de dicho instituto, y el 3% de los intervalos restantes no contendréd a la media
de la poblacion.

2. (Madrid, septiembre de 2009) Se supone que la cantidad de agua (en litros)
recogidos cada dia en una estacién meteorologica, se puede aproximar por una vari-
able aleatoria con distribuciéon normal de desviacién tipica, 0 = 2. Se elige una
muestra aleatoria simple y se obtienen las siguientes cantidades de agua recogidas
cada dia en litros:

9,1; 4,9, 7,3; 2,8; 55; 6,0; 3,7; 8,6; 7,6

a) Determinar un intervalo de confianza para la cantidad media de agua recogida
cada dia en la estacién, con un grado de confianza del 95 %.

b) Calcular el tamano muestral minimo necesario para que al estimar la media
de agua recogida cada dia en la estacién meteorologica mediante la media de
dicha muestra, la diferencia en valor absoluto entre ambos sea inferior a un
litro, con un grado de confianza del 98 %.

Solucién
a) Tenemos que X ~ N(pu,2). El intervalo de confianza al 95 % de confianza

_ o — o
<X — Za/2%7X + Zoc/2ﬁ>

siendo Zop =1,96y X = &5 =0 = ¢
b) Al 98 % le corresponde un nivel de confianza del 0,02 = Z,/» = 2, 325.
La amplitud del intervalo es 1, luego

Amplitud 1 Zojp -0 2 2,325-2 2
E = = — = _ = _ = 4 ~
rror 5 5 —=n ( v > /2 86, 87

Asi, podemos afirmar que el tamano muestral minimo debe ser de 87 litros.

3. (Murcia, junio de 2009) El nimero de accidentes mortales en una ciudad es, en
promedio, de doce mensuales. Tras una campana de senalizacion y adecentamiento
de las vias urbanas, se contabilizaron en seis meses sucesivos 8, 11, 9, 7, 10 y 9
accidentes mortales. Suponiendo que el nimero de accidentes mortales en dicha
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ciudad tiene una distribucion normal con una desviacién tipica igual a 1,3 jpodemos
afirmar que la campana fue efectiva con un nivel de significacion de 0,017

Solucién: X es el niimero de accidentes mortales. Luego X ~ 12(mensuales), y
tras una campana, se obtienen en seis meses: 8, 11, 9, 7, 10 y 9 accidentes. X ~
N(p;1,3)

. Podemos afirmar que la campana fue efectiva con un nivel de significacién de 0,017
Nos piden que contrastemos la hipétesis inicial:

H()I,u:lQ
H1:M<12

Para que la campana sea efectiva, necesitamos que el promedio de accidentes mor-
tales sea menor que 12, es decir, que disminuya, luego se trata de un contraste
unilateral.

La prueba es unilateral y para el nivel de significacién o = 0,01 le corresponde
un valor critico de Z, = 2,33 que separa las zonas de aceptacion y rechazo. EL

Ho
o/\/n

valor tipificado (estadistico) es precisamente:T" =
R = (—00,—2Z,)

— 12 _ X.
T = 9-12 —5,6526; siendo X = 2 Xi =09,
1,3//6 n
Como —5,6526 € (—oo,—2,33) se rechaza H, (el estadistico pertenece a la regién
de rechazo).

Podemos afirmar que la campana de senalizacién y adecentamiento ha sido efectiva.

y la region de rechazo es

4. Se sabe que el peso de los recién nacidos sigue una distribuciéon normal con media
desconocida y desviacion tipica igual a 0, 75 kilogramos. Si en una muestra aleatoria
simple de cien de ellos se obtiene una media muestral de 3 kilogramos, calcular un
intervalo de confianza para la media poblacional que presente una confianza del

95 %.
Solucién: X en este caso es el peso de los recién nacidos. X ~ N(u;0,75), n =100
y X =3.

Nos piden el intervalo de confianza al 95% de fiabilidad. Para ello, tendremos un
nivel de significacién de 0,05, al que le corresponde Z, /5 = 1,96.

— o — ol 0,75 0,75
IC= (X ~Zup ~—= X+ Zojp- —— | = (3-1,96 ——=,3+1,96 - ———
< 2 n 2 ﬁ) ( V100 ¢100>

— IC = (2,855; 3,147)

Asi un intervalo de confianza al 95 % para el peso medio de los recién nacidos de la
poblacién sera: I1C = (2,853;3, 147)

5. El promedio de las puntuaciones obtenidas en historia por un ntmero elevado de
alumnos es de 6, 50 puntos. Un determinado curso se examinaron cincuenta alumnos
obteniendo una puntuaciéon promedio de 7,25 puntos. Suponiendo que la variable
puntuaciéon obtenida en historia es una normal con desviacién tipica igual a uno,
;,podemos afirmar con un nivel de significacién de 0,05 que variaron las califica-
ciones?
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Solucién: Se trata de un contraste de hipétesis. Nos hacemos la pregunta ju = 6,57
Sabemos que n = 50, X = 7,25 puntos y N(u,1).

Nos piden que contrastemos la hipotesis inicial Hy = 6,5 frente a la hipotesis alter-
nativa H; # 1. Se trata pues de un contraste bilateral: { Z? Z ; 2:?

Para un nivel de significacién de 0, 05 en un contraste bilateral le corresponde un val-
or critico de Z, /5 = 1,96, valor que genera dos zonas de rechazo y una de aceptacion:

X —po  7,25-6,5
o/ 1/v/50

RC = (—00,—1,96) U (1, 96, +-00)

T

= 5,303

y como 5,303 € (1,96, +00), esto implica que rechazamos H,.

Por lo tanto, al rechazar la hipétesis inicial de que se mantiene el promedio de
puntuaciones, podemos afirmar con una confianza del 95 % que variardn las califi-
caciones.

6. Una muestra aleatoria simple de veinticinco estudiantes responden a una prueba de
inteligencia espacial, obteniendo una media de cien puntos. Se sabe que la variable
inteligencia espacial de todos los alumnos es una variable normal con una desviacién
tipica igual a diez, pero se desconoce la media. ;Entre qué limites se hallara la
verdadera inteligencia espacial media de todos los alumnos, con un nivel de confianza
de 0,997

Solucién: n = 25 estudiantes, X = 100 y X ~ N(u, 10). ;Entre qué limites se
hallara la verdadera inteligencia espacial de todos los alumnos con un nivel de con-
fianza de 0,997

A o= 0,01 le corresponde Z, /5, = 2, 58.

- - 10 10
IC = (X—Za/g-i X+Za/2~i) - <100—2,58-—,100+2,58~—>

V' Vn V25 V25
— IC = (94,84;105,16). Por lo tanto pu € (94,84;105,16) con un nivel de confi-
anza del 99 %.

7. El gasto que hacen las familias espanolas en regalos de navidad sigue una ley normal
de media desconocida y desviacion tipica 84 euros. Para estimar esta media se selec-
cioné una muestra aleatoria y se obtuvo el intervalo de confianza (509, 41; 539, 79),
con un nivel de confianza del 97 %.

a) {Cudl ha sido la media de la muestra escogida?

b) Qué tamano tenia la muestra?

Solucion:

a) X ~ N(1,84)
En este ejercicio, nos piden que, teniendo ya el intervalo de confianza, encon-
tremos la media muestral escogida para dicho intervalo. Para ello, seguiremos las
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mismas pautas que en ejercicios anteriores y llegado el momento se despejaré la
media.

Un intervalo de confianza al 97 % nos proporciona un nivel de significacién de
a = 0,03, de donde /2 = 0,015.

Para encontrar el valor critico, buscamos en la tabla tal y como se han hecho en
ejercicios anteriores y sigue la expresion

Asi pues:

_ 84 — 84
X —2,17- —, X +2,17- — ) = (509,41;539, 79
( ) \/ﬁ? + Y \/ﬁ) ( Y ) ) )

Para calcular X y n resolveremos el sistema de ecuaciones:
— 84

X —2,17- — = 509,41
n

— 4
X +2,17- — = 539,79
+ ) \/ﬁ ’

Obtenemos X = 524,6 y n = 144

10.5. Ejercicios propuestos

1.

(Madrid, septiembre de 2008) Se supone que la calificacién en Matematicas
obtenida por los alumnos de una cierta clase es una variable aleatoria con distribu-
cién normal de desviacién tipica 1,5 puntos. Se elige una muestra aleatoria simple
de tamano 10 y se obtiene una suma de calificaciones igual a 59,5 puntos.

a) Determinese un intervalo de confianza al 95 % para la calificacion media de la
clase.
Solucién: p € (5,02; 6,87)

b) ;Qué tamano ha de tener la muestra para que el error maximo de la estimacion
sea de 0,5 puntos, con el nivel de confianza del 95 %?
Solucion: 35 alumnos.

(Madrid, septiembre de 2008) La duracién de la vida de una determinada especie
de tortuga se supone que es una variable aleatoria, con distribucién normal de
desviacién tipica igual a 10 anos. Se toma una muestra aleatoria, con distribucién
normal de desviacién tipica igual a 10 anos. Se toma una muestra aleatoria simple
de 10 tortugas y se obtienen las siguientes duraciones, en anos:

46; 38; 59; 29; 34; 32; 38; 21; 44; 34

a) Determinese un intervalo de confianza al 95% para la vida media de dicha
especie de tortugas.
Solucién: p € (31,3; 43,7)
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b) ;Cudl debe ser el tamano de la muestra observada para que el error de la
estimacién de la vida media no sea superior a 5 anos, con un nivel de confianza
del 90 %?

Solucidn: 11 tortugas.

3. (Castilla-La Mancha, septiembre de 2008) Tras multiples observaciones se ha
constatado que le nimero de pulsaciones de los deportistas entre 20 y 25 anos se
distribuye normalmente con una desviacion tipica de 9 pulsaciones. Si una muestra
de 100 deportistas de esa edad presenta una media de 64 pulsaciones:

a) Encontrar el intervalo de confianza al 97 % para la media de pulsaciones de
todos los deportistas de esa edad.
Solucién: p € (62,047; 65,953)

b) Interpretar el significado del intervalo obtenido.
Solucién: Significa que, si tomamos una muestra de 100 deportistas el 97 %
de los intervalos correspondientes contendrd a la media de pulsaciones y el 3%
de los intervalos restantes no la contendra.

4. (Murcia, junio de 2008) El peso medio de los paquetes de café puestos a la venta
por cierta casa comercial es supuestamente de 1 kg. Para comprobar esta suposicion,
elegimos una muestra aleatoria simple de 100 paquetes y encontramos que su peso
medio es de 0,978 kg. Suponiendo que la distribucion del peso de los paquetes de
café es normal y la desviacion tipica de la poblacién es de 0,10 kg. ;Es compatible
este resultado con la hipdtesis nula Hy : = 1 con un nivel de significacion de 0, 057
.Y con un nivel de significaciéon de 0,017
Solucién: Rechazamos para a = 0,05. Aceptamos para a = 0,01.

5. (Murcia, junio de 2008) La puntuacién media obtenida por una muestra aleatoria
simple de 81 alumnos de secundaria en el examen de cierta asignatura ha sido 25
puntos. Suponiendo que la distribucién de las puntuaciones de la poblacién es normal
con desviacién tipica igual a 20, 25 puntos, calcular el intervalo de confianza para la
media de la poblacién con un nivel de significacién de 0, 01.

Solucién: p € (19,21; 30,79)

6. (Castilla-La Mancha, junio de 2008) Para efectuar un control de calidad sobre
la duracion en horas de un modelo de juguetes electrénicos se elige una muestra
aleatoria de 36 juguetes de ese modelo obteniéndose una duraciéon media de 97 horas.
Sabiendo que la duracién de los juguetes electréonicos de ese modelo se distribuye
normalmente con una desviacion tipica de 10 horas:

a) Encontrar el intervalo de confianza al 99,2 % para la duracién media de los
juguetes electronicos de ese modelo.
Solucién: p € (92,58; 101,42)

b) Interpretar el significado del intervalo obtenido.
Solucidn: Significa que si tomamos un nimero de muestra de 36 juguetes, el
99, 2 % de los intervalos correspondientes contendra a la media de la poblacidn,
en este caso correspondiente a la duracién en horas de juguetes electronicos, y
el 0,08 % de los intervalos restantes no los contendra.
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7. (Madrid, junio de 2008) EL tiempo en minutos dedicado cada dia a escuchar
musica por los estudiantes de secundaria de una cierta ciudad se supone que es una
variable aleatoria con distribucién normal de desviacién tipica igual a 15 minutos.
Se toma una muestra aleatoria simple de 10 estudiantes y se obtienen los siguientes
tiempos (en minutos):

91; 68; 39; 82; 55; 70; 72; 62; b54; 67

a) Determinese un intervalo de confianza al 90 % para el tiempo medio diario
dedicado a escuchar musica por un estudiante.
Solucién: p € (58,2; 73,8)

b) Calcilese el tamanio muestral minimo necesario para conseguir una estimacién
de la media del tiempo diario a escuchar musica con un error menor que 5
minutos, con un nivel de confianza del 95 %

Solucion: n = 34,57 ~ 35 estudiantes.

8. El rendimiento por hectarea de las plantaciones de trigo de una cierta region, se
supone que es una variable aleatoria con distribucién normal de desviacion tipica
igual a 1 tonelada por hectarea. Se ha tomado una muestra aleatoria simple de 64
parcelas con una superficie igual a 1 hectarea cada una, obteniéndose un rendimiento
medio de 6 toneladas.

a) ;Puede asegurarse que el error de estimacion del rendimiento medio por hectarea
es menor que 0,5 toneladas, con un nivel de confianza del 98 %? Razoénese.
Solucion: Se puede asegurar pues F < 0, 5.

b) ;Qué tamano muestral minimo ha de tomarse para que el error en la estimacion
se menor que 0,5 toneladas con un nivel de confianza del 95 %?
Solucion: n = 15,37 ~ 16 parcelas.
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